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Résumé

Ce travail porte sur I’étude de familles polynomiales d’opérateurs de la forme
L\) = Hy+ AHy + -+ X" H,, 1 + X", ou les coefficients Hy, Hy, -+, Hy,_y
sont des opérateurs définis sur 'espace de Hilbert H et A € C est un paramétre.
On s’intéresse au spectre de la famille L(\).

Le probléme L(A)u(z) = 0 est un probléme aux valeurs propres non-linéaires
lorsque m > 2 (Un nombre \g € C est appelé valeur propre de L(\), s'il existe
ug € H, ug # 0 tel que L(Ag)ug = 0).

Ici nous considérons des familles quadratiques (m = 2) et nous nous intéressons
en particulier au cas Lp(\) = —A, + (P(z) — \)?, définie dans I'espace de Hilbert
L*(R™), ou P est un polynome elliptique et positif de degré M > 2. Dans cet
exemple les résultats connus d’existence de valeurs propres concernent les cas
n =1 et n paire.

L’objectif principal de ce travail est de progresser vers la preuve de la conjec-
ture suivante, formulée par Helffer-Robert-Wang :

Pour toute dimension n, pour tout M > 2, le spectre de Lp est non vide.

Nous prouvons cette conjecture dans les cas suivants :
e n = 1,3, pour tout polynéme P de degré M > 2.
e n = 5, pour tout polynome P convexe vérifiant de plus des conditions tech-
niques.

e n =7, pour tout polynéme P convexe.

Ce résultat s’étend a des polynomes quasi-homogénes et quasi-elliptiques
comme par exemple P(z,y) = z* + yt x € R y € R™, ny+ny = n, et n
paire.

Nous prouvons ces résultats en calculant les coefficients d’une formule de trace

semi-classique et en utilisant le théoréme de Lidskii.
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Abstract

In this work we study the polynomial family of operators L(\) = Hy+AH 4+ - -+

AN UHL 1+ A where the coefficients Hy, Hy,- -+, H,,_; are operators defined
on the Hilbert space ‘H and A is a complex parameter. We are interested to study
the spectrum of the family L(\).

The problem L(A)u(z) = 0, is called a non-linear eigenvalue problem for m > 2
(The number Ay € C is called an eigenvalue of L(\), if there exists uy € H, ug # 0
such that L(Ag)up = 0).

We consider here a quadratic family (m = 2) and in particular we are interested
in the case Lp(\) = —A, + (P(z) — A\)?, which is defined on the Hilbert space
L*(R™), where P is an elliptic positive polynomial of degree M > 2. For this

example results for existence of eigenvalues are known for n = 1 and n is even.

The main goal of our work is to check the following conjecture, stated by

Helffer-Robert-Wang :

For every dimension n, for every M > 2, the spectrum of Lp is non empty.
We prouve this conjecture for the following cases :
e n = 1,3, for every polynomial P of degree M > 2.
e n = 5, for every convex polynomial P satisfying some technical conditions.

e n =7, for every convex polynomial P.

This result extends to the case of quasi-homogeneous polynomial and quasi-
elliptic, for example P(z,y) = 2°> + y*, * € R™, y € R"™, n; +ny = n, and n is
even.

We prove this results by computing the coeflicients of a semi-classical trace for-

mula and by using the theorem of Lidskii.

il
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Mots clés : valeur propre, opérateurs non-autoajoints, spectre non-linéaire,

traces, asymptotique semi-classique.
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Introduction générale

On considére la famille suivante d’opérateurs :
L\ =Hy+ M H; + -+ \N"""Hy 1 + N H,,, (1)

ou les coefficients Hy, Hy, ..., H,, sont des opérateurs définis sur ’espace de Hilbert
H et A € C est un parameétre. L’origine de ce genre d’opérateurs dépendant
polynomialement d’un paramétre complexe A, est I'équation différentielle suivante
([19]) -

Hop(t) + Hi/'(t) + -+ + 9" (t) Hy, = 0, (2)
ol ¢ est une fonction inconnue sur 0 < ¢ < oo a valeur dans ’espace de Hilbert
H.
Cherchons les solutions stationnaires de (2), i.e. les solutions ¢(t) = eMu, A € C,
u # 0 d’ott L(A)u = 0, donc le lien entre (2) et (1) est claire.
Pour m = 1, la famille L(\) est linéaire et le probléme spectral est un probléme
de valeurs propres linéaires, i.e lorsque m = 1 et H; = 1, on étudie le spectre de
Hy.
Pour m > 2, cette famille est non-linéaire et le probléme spectral est un probléme
de valeurs propres non-linéaires, dans ce cas on appelera spectre de la famille
d’opérateurs L(\), 'ensemble des nombres complexes A tels que L(\) n’est pas
inversible.

Une solution élémentaire de (2) est une solution de la forme
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avec \g € C et les vecteurs ug, - - - , up_1 appartenant a H.

Si H = C™ et si H,, est inversible, alors toute solution de (2) est une combinaison
linéaire de solutions élémentaires.

Suivant Krein-Langer [21] nous allons expliquer comment des familles quadra-
tiques d’opérateurs interviennent en mécanique de solide. L’origine de cette fa-
mille quadratique d’opérateurs est 1’équation linéaire des petites oscillations d’'un

solide S en présence de frottement, qui a la forme
Hyp + Hi¢' + Hyp" =0, (4)

ou p € H est le déplacement d’un systéme a partir d’'une position d’équilibre. Hy
et H, sont des opérateurs positifs et H; est un opérateur non négatif sur H. De
plus Hy, Hy, Hy sont engendrés respectivement par I’énergie cinétique et 1'énergie
potentielle du solide et par la fonction de dissipation de Reyleigh (la fonction de
dissipation de Reyleigh est une forme définie positive, qui est quadratique dans
les dérivés par rapport au temps).

Pour un solide de nombre fini de point, la forme (Hyp, ¢) désigne Iénergie
potentielle pour le déplacement ¢. Dans ce cas Hy a un inverse borné H, ' et cet
inverse est un opérateur compact.

Dans le cas d’un ressort avec des conditions aux limites en x = 0 et © = [,
on déduit les expressions formelles pour les formes Hylf, f], H1lf, f], Ha|f, f] sur
'espace de Hilbert L?(0,1) (on ne définit pas le domaine exacte de ces formes).
Ce domaine dépend des conditions géométriques et cinétiques aux extrémes du

solide. Alors on a

[
milf gl =7 [ 15
[
m%ﬂszLWm,

1
m%ﬂ=éMMNM,

ou 7 est la tension dans le ressort, v est un coefficient de frottement visqueux, et

p(z) est la fonction de distribution de masse le long du ressort.

2
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Un autre exemple d'une famille quadratique est ’exemple des équations des
ondes amorties, étudié par Lebeau |22]. Soient (M, g) une variété C* riemanienne
compacte, connexe, a bord C* désigné par OM, A = A, le Laplacien sur M pour

la métrique g, et a(x) € C*(M,R,), on a le probléme d’évolution suivant :

(02 — A+ 2a(x)0)u =0 u|r,xonr =0
ou

u‘t:() = Uug € H(l)(M) a‘t:() =u € LQ(M)
ce probléme admet une solution unique u(z,t) € C'(Ry, Hy) N CO(Ry, L?), cette
solution est obtenue en étudiant I'opérateur de linéarisation, A,, associé & ce
probléme, qui est un opérateur non-borné sur l'espace de Hilbert H = H} (M) @

L2(M) du domaine D(A,) = (H{ NH?) & H} tel que :

A —2a

L’une des méthodes utilisées dans 'étude du spectre d’'une famille polynomiale
d’opérateurs est la linéarisation, qui consiste a associer au probléme de valeurs
propres non-linéaire un probléme linéaire avec un opérateur matriciel, ou tout
simplement de réduire ’équation différentielle d’ordre m a un systéme de m
équations différentielles linéaires d’ordre 1.

L’existence de valeurs propres pour des familles polynomiales d’opérateurs est un
probléme non trivial car il se raméne a I’étude du spectre usuel pour un opéra-
teur non auto-adjoint.

Il est facile de trouver des exemples d’opérateurs non-bornés a résolvante com-
pacte, sans valeurs propres. On considére 'opérateur

1 d

Ay = —
07 9 dx

de domaine

D(Ag) ={u € L2(]07 1[)71/ € L2(]07 1[),u(0) = 0}
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Ayt est compacte et Ay n’a pas de valeurs propres. Son inverse est donné par :

Bien stir si Hy est un opérateur autoadjoint a résolvante compacte, on sait que :
L(\) = Hy+ A,

posséde une base orthonormée de vecteurs propres.

Dans le cas d'une famille quadratique d’opérateurs i.e.
L(\) = Hy + \H; + N2,

il est possible que méme si Hy, H; sont des opérateurs autoadjoints compacts,

L(\) n’ait pas des valeurs propres. En effet si
Ho= A4y, Hi=—(Ao+ A4),

entraine que si pour A € C on a L(A)u = 0 alors u = 0, i.e. cet opérateur n’admet
pas de solution non-nulle (on prouvera cela plus loin).

Voici un autre exemple :

d> 9
L(\) :—@—i—(x—/\) :
Ici Hy = —% + 2% H, = —2x. L()\) est une famille quadratique d’opérateurs
non-bornés dans L*(R) de domaine
D(L(\) = {u € L2(R), 2% € L2(R), L% ¢ LQ(R)}
Y Y de N

Pour cette famille aussi on n’a pas de solution non-nulle (on prouvera cela plus
loin).
Les exemples précédents montrent que l'existence de valeurs propres pour des

familles polynomiales d’opérateurs peut étre un probleme difficile.
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En 1980, Pham The Lai et Didier Robert [25], ont étudié I'existence de valeurs
propres pour la famille d’opérateurs (1), sous certaines hypothéses de régularité
sur Hy, Hy, ..., H,,. Ils ont ensuite déterminé les secteurs du plan complexe dans
lesquels l'opérateur L(\) a des valeurs propres. Ils ont aussi appliqué ces résultats

pour le cas n = 1, en étudiant 'opérateur :

Lp(A\) =D} + (A= P(t))>,t eR (5)
ou D, = —i%, P est le polynéme elliptique positif défini par :
P(t) =%

Le travail de Pham et Robert est I'un des premiers sur ce sujet. La méthode
utilisée s’applique essentiellement au cas n = 1, pour une raison qui sera expliquée
plus loin.

L’é¢tude de ce genre des probléme a commencé par une question posée par B.
Helffer a Pham The Lai et D.Robert plus de trente ans passés, cette question
concerne 'existence d’une valeur propre A € C et d'un vecteur propre u € S(R),

u # 0, tel que L(A)u = 0, pour la famille :
L(\) =D} + (t* = )\)? teR. (6)

L’étude de la famille (6) est liée a I’étude de 'hypoellipticité analytique pour des

opérateurs comme A tel que ;
A=>"X7
j=1
ou Xy, -, X, sont des champs de vecteurs analytiques définis dans un ensemble
ouvert de R" et qui vérifie la condition de H ?rmander :
il existe un entier N tel que les crochets itéré du champ de vecteurs X; de longeur
inférieure a N, engendrent un algébre de Lie de dimension N en chaque point.

On rappelle que lopérateur A est C*-hypoelliptique, si pour tout w et toute

distrubution u tels que Au est C*> dans I’ensemble ouvert w, alors u est aussi C*>
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dans ’ensemble ouvert w.

Le probléme de I’hypoellipticité analytique est donné par : lorsque les coefficients
de X sont analytique-réels dans w, et que X vérifient la condition de H ?rmander,
et Au est analytique-réel dans w. Est ce que u est analytique-réel dans w?

En général, la réponse de cette question est négative comme cela a été montré
dans [4], [11], [25], [26].

Dans 2002, Chanillo, Helffer et Laptev [8] ont considéré le cas de la dimension n

quelconque pour les opérateurs du type :
Lp(A) = —A+ (A= P(x))* z € R,

ou A est 'opérateur de Laplace et P est un polynoéme elliptique positif.

Lp s’écrit sous la forme :
Lp(\) = L —2\M + \?, (7)

ou L = —A+ P(z)? et M = P(x). L’opérateur L est inversible et son inverse est

un opérateur pseudodifférentiel. Soit 'opérateur :
A:=L"

Les conditions suffisantes d’appartenance de A a une classe de Schatten connue
sont alors faciles & trouver en utilisant la théorie des opérateurs pseudodifféren-
tiels. La famille d’opérateurs Lp(z, D,, A) se réduit alors a l'analyse du spectre

du probléme suivant :
(I—2AB+ NA)u=0 (8)

ou B = A2PA:z.
Pour étudier I'existence des solutions, les auteurs ont utilisé une méthode basée
sur des inégalités de traces et ont ensuite appliqué le théoréeme de Lidskii pour

prouver 'existence de solutions non triviales. Dans ce travail Chanillo, Helffer et
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Laptev ont donné des résultats précis pour les cas n < 3, m > 6.

En 2003, Helffer, Robert et Wang ont retrouvé et généralisé les résultats de
Chanillo, Helffer et Laptev en utilisant ’analyse semi-classique et ont prouvé

I’existence de valeurs propres en toute dimension paire.

En 2004, Robert [27] a également considéré la famille d’opérateurs différentiels

étudiée dans [15] :
Lp(\) = —A+ (P(z) = V), (9)

ou P est un polyome de degré m > 2 tel que sa partie homogéne P,, vérifie
P, > 0, Vx € R"\ {0} (i.e. P est un polynome elliptique positif). Dans ce
travail Robert a développé les résultats de Helffer, Robert et Wang [15]. Il a en
plus prouvé l'existence d’un nombre infini de valeurs propres pour cette famille
d’opérateurs (pour la dimension paire).

Le probléme pour le cas n impair, n > 3 reste non résolu dans ce contexte, ce
qui fait I'objet principal de notre étude. Dans le cadre de ce travail, nous allons
étudier également quelques exemples d’opérateurs dans les cas quasi-homogénes,

polyhomogénes et elliptiques.

Dans le premier chapitre on définit précisément les familles polynomiales
d’opérateurs (1). Ensuite on étudie en détail ’analyse fonctionnelle du probléme.

Dans 'analyse fonctionnelle on introduit des hypothéses sur Hy, - -- , H,, qui
sont des conditions suffisantes pour ’existence des solutions non nulles.

Dans le deuxiéme chapitre on traite I'existence de solutions pour des pro-
blemes des valeurs propres non linéaires par des techniques complexes et pseudo-
différentielles.

L’analyse complexe intervient principalement par le principe de Phragmén-

Lindel 7f, ce principe est une généralisation du principe de maximum.
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Dans 'analyse différentielle nous étudions les rayons de croissance minimale pour
des familles quadratiques. Les rayons de croissance minimale divisent le plan
complexe dans des zones. Nous étudions des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une demi-droite soit un rayon de croissance minimale. On en déduit des
zones dans lesquelles les valeurs propres se trouvent.

Nous traitons aussi quelques difficultés rencontrées dans I'application du prin-
cipe de Phragmén-Lindel 7f, et puis nous donnons quelques résultats permettant
d’appliquer ce principe pour des familles quadratiques d’opérateurs homogénes.

Dans le troisiéme chapitre nous étudions la méthode de traces qui est I'une
des méthodes utilisées pour prouver l'existence de valeurs propres non-linéaires.

Nous présentons en particulier la méthode de Chanillo-Helffer-Laptev, nous
étudions cette méthode en donnant différentes formules des critéres de Chanillo-
Helffer-Laptev, et puis nous utilisons ces critéres pour des exemples dans les cas
n=1,2.

Dans le quatriéme chapitre nous traitons les estimations d’erreurs dans
les calculs des paramétrix des familles quadratiques d’opérateurs et les systémes
non-autoajoint associés a ces familles.

Dans le cinquiéme chapitre nous étudions des familles d’opérateurs qua-
dratiques semi-classiques et quasi-homogénes.

Pour traiter le cas quasi-homogéne nous transforons le probléme en un probléme
semi-classique. Nous présentons les résultats de Helffer-Robert-Wang [15] et Ro-
bert [27], de plus nous étudions des familles d’opérateurs avec petits paramétres.
Ensuite, nous étudions les familles d’opérateurs quadratiques quasi-homogénes

suivantes :

Lp(\) = —A+ (P(x) — \)?*, x€R",

ot P est un polynéme quasi-homogéne d’ordre M et de type (ki,-- - , k), n pair.
Comme application nous donnons un exemple dans le cas n = 2.

Pour prouver I'existence de solutions non nulles, nous utilisons la méme tech-
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nique que Helffer-Robert-Wang [15] et Robert [27] et en utilisant le théoréme de
Lidskii.
Pour le cas n quelconque, nous traitons des familles d’opérateurs quadratiques du
type d’homogénéité (%, k—]\j, %, %) Pour ces familles nous étudions les conditions
qui permettent de prouver I'existence de valeurs propres.

Dans le sixiéme chapitre nous abordons I’étude de la question laissée ou-
verte dans le travail de Helffer-Robert-Wang :

Le probléme Lp(\) a-t-il des solutions non triviales pour toute dimensions
n > 3, impaire et P un polynéme elliptique ?
Nous prouvons l'existence de solutions pour des problémes aux valeurs propres
non-linéaires pour ces familles quadratiques d’opérateurs dans les cas n = 1,3,5
et 7 en prouvant l'existence de solutions pour le problémes linéarisé associé a

cette famille quadratique. Pour la famille quadratique d’opérateurs

A

L(\) = Ho+ AHy + X2, (10)

oit Hy et H, sont des opérateurs pseudodifférentiels avec des symboles Hy(z, &)
et Hi(x, &), respectivement, qui vérifient certaines hypothéses. On associe a Z()\)

la famille d’opérateurs matriciels ;l\L tels que :

Ap = . . . (11)
—Hy —H,
Pour le cas n = 5,7 nous calculons les coefficients de la formule asymptotique
suivante pour la trace de f(;l\L),
Tr(f(AL) =) Cy (F)R ™,
j=0

pour une fonction f holomorphe dans A telle que :
[f(T)] < CL+|r)7", vr e A,

Pour n=1,3 on a

cs(f) =cP(f) =0,
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et
() #£0 et C(f) #0.

Pour n = 5,7, pour des cas particuliers de polynémes P, on montre également

CP(f) £ 0et OV (f) #0.

Ces deux coefficients sont difficiles a calculer explicitement. Leur expression fait
apparaitre des sommes contenant beaucoup des termes de signes variables. Des
calculs numériques confirment ce résultat pour des cas particuliers de polynomes.

On montre plus généralement que pour tout entier impair n on a
C’é;l)(f) =0 pourn>4j+1

Ceci nous conduit a énoncer la conjecture suivante : Pour tout j € N, 7 > 1, 1l

existe [ vérifie (6.1.2) tel que :

O V() #£0, et C5PTU(f) #£0. (12)

Ce que 'on peut encore écrire sous la forme :

Ch () # 0, et Cifls () #0. (13)

Ensuite, nous étudions la famille d’opérateurs quadratiques Lp(A) avec P un
polynome elliptique en prouvant les mémes résultats que précédemment.

Dans le septiéme chapitre nous donnons des estimations sur le nombre de
valeurs propres dans des disques, cela permet en particulier de prouver I'existence

d’un nombre infini de valeurs propres.

10
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1.1.2  Familles polynomiales d’opérateurs a coefficients non-

On commence par définir la famille polynomiale d’opérateurs, de la forme

suivante :

L\)=Hy+AH; + -+ X" "Hy 1+ A" H,,

ou A € C est un paramétre et Hy,---, H,, sont des opérateurs définis sur un
espace de Hilbert. Si m = 2, la famille L est dite quadratique. Dans la premiére
partie nous traitons les familles polynomiales d’opérateurs a coefficients bornés,
puis & coefficients compacts et ensuite a coefficients non-bornés. En général on
associe a une famille polynomiale d’opérateurs (qui représente un probléme de

valeurs propres non-linéaires), une famille d’opérateur matriciels qui présente la
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linéarisation de cette famille polynomiale. Ces deux familles ont méme spectre.
Cette coincidence des spectres donne la possibilité de prouver l'existence des
solutions pour une famille en prouvant ’existence de solutions pour I'autre.
Dans la suite nous allons présenter le cadre d’analyse fonctionnelle permettent
de traiter les problémes de familles polynomiales.
L’analyse fonctionnelle consiste ici & déterminer les hypothéses sur les opéra-

teurs Hy, - - -, H,, qui vont nous permettre d’étudier 1’existence de solutions.
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1.1 Préliminaires

1.1.1 Familles polynomiales d’opérateurs a coefficients bor-

»

nes

Dans cette section, on étudie des familles polynomiales d’opérateurs a coeffi-
cients bornés ainsi que la linéarisation de ces familles. Ensuite, on donne quelques
résultats concernant la relation entre le spectre de ces familles et le spectre de
I'opérateur de linéarisation. Enfin, on traite des familles polynomiales d’opéra-
teurs a coefficients compacts.

On considére la famille suivante :
B(A) = By+ABi+ -+ AN""'B,,_1 + A" By, (1.1)

ou By,---,B,, sont des opérateurs bornés sur ’espace de Hilbert H, tels que
m > 1 et B, # 0. Notons que, lorsque m = 1, B()) est une famille linéaire et
lorsque m = 2, B(\) est une famille quadratique.

L’origine de ces familles polynomiales d’opérateurs est 1’équation différentielle

suivante :

Bop(t) + Big/(t) + -+ + Bmw("'” (t) =0 (1.2)

ou les coefficients By, By, ..., B, sont des opérateurs définis dans ’espace de Hil-
bert H, ¢ est une fonction inconnue sur 0 < t < oo a valeurs dans 'espace de
Hilbert H et les données initiales {u;}7' sont des vecteurs de H.

Ce type d’équation est utilisé par M. V. Keldys [19] pour voir si un systéme de
vecteurs est m-total pour les fonctions vectorielles ¢(t) a valeurs dans H (voir
la définition 1.1.4 d’un systéme m-total). Pour le cas d'un espace de dimension
finie, la théorie générale des équations différentielles de type (1.2) est fondée sur

la théorie des familles polynomiales d’opérateurs de la forme (1.1).
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Définition 1.1.1. Soit B(\) une fonction & valeur opérateur (dans L(H)) ho-
lomorphe dans un certain ouvert U de C. Le spectre de cette fonction est défini
comme étant l’ensemble des nombres complexes dans U pour lesquels cette fonc-

tion n’admet pas d’inverse dans L(H).

Notre étude consiste a prouver l'existence de valeurs propres pour certaines
familles polynomiales d’opérateurs. On définit tout d’abord les valeurs propres et

les vecteurs propres pour des familles polynomiales.

Définition 1.1.2. Un nombre A\g € C est appelé une valeur propre de B(\), s’il

existe ug € 'H, ug # 0 tel que :
B()\o)’do == O,
ug est alors un vecteur propre de B(\) correspondant a Xg.

Pour linéarisation de cette famille, on définit une matrice m x m, notée par

Apg, qui est définie sur H™ (H™ est la somme hilbertienne de m copies de H),

telle que :
Ap = Ay — \A4,
ou
By By -+ By
1
A() — . )
1
0 0 B,
1
Al - )
1 0

sont des opérateurs matriciels dont les coefficients non indiqués sont des zéros.

Le lemme suivant nous donne une relation entre la famille polynomiale B(\) et la

4
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famille lin¢aire d’opérateurs matriciels Ag(A). La preuve est obtenue directement

par 'application du produit de matrices.

Lemme 1.1.1. La famille d’opérateurs matriciels Ag(\) peut s’écrire sous la

forme
ol
1 SNBSS N2, -+ Bho1+ ABy,
C - 1 )
1
1
-2 1
D p—
-2 1
et diag(B(\),1,---,1) est lopérateur matriciel diagonal de diagonale principale
(B(A),1,---,1)
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Notons que C et D sont inversibles d’inverses suivants :

L =30 N7IB =38 N o —(Bi1 + ABy)
c! = 1 ’
1
1
A 1
D = 22N 1
P D W |

Dans le résultat suivant, on montre que les spectres de la famille polynomiale et

de son opérateur de linéarisation coincident.

Lemme 1.1.2. Pour la famille polynomiale B(\) et la famille matricielle de li-
néarisation Ag(\) on a

i) Les spectres de B(\) et Ag(\) coincident.

it) Si Uopérateur B, est inversible, alors le spectre de la famille polynomiale B(\)
coincide avec le spectre de l'opérateur A7 ' Ag. De plus ce spectre est un ensemble
compact et non vide.

iii) Si lopérateur By est inversible, alors le spectre de la famille polynomiale B(\)
coincide avec l'ensemble de tous les nombres de la forme A7, ot A € o( Ayt Ay)

et o( Ayt Ay) désigne le spectre de lopérateur Ay'A;.

Preuve :
i) On suppose Ay € o(B()\)), alors B(\g) est inversible. D’aprés le lemme (1.1.1)
et du fait que C et D sont inversibles on obtient que Ag(Ag) est inversible, d’ou

Ao & 0(Ap(A)). De méme on obtient la réciproque.

6
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ii) On suppose que B, est inversible, alors 'opérateur A; est aussi inversible.

Donc Ap(A) est inversible si et seulement si
ATTAN) = AT A — A

est inversible, i.e., si et seulement si A € o(A; " Ap) ce qui achéve la démonstration.
La preuve de (iii) est analogue a celle de (ii). O
En fait, si B,, = 1 (1 est l'opérateur identité¢), alors A; est inversible, et on

considére alors Ag = Afle, qui a la forme suivante :

0 1 o .- 0
0 0 1 0
Ap = (1.3)
0 0 o - 1
—By —B, —By -+ —DB,_1

Dans notre étude on utilise toujours cet opérateur matriciel pour la linéarisation

car on considére des familles polynomiales d’opérateurs avec B, = 1.

On étudie maintenant la relation entre les vecteurs propres correspondant &
la méme valeur propre de B(\) et Ag(\). On commence par donner la définition

suivante.

Définition 1.1.3. Soit ug un vecteur propre de la famille B(\) correspondant a
la valeur propre A\g. On dit que les vecteurs uy, - -+ , up_1 sont des vecteurs associés

au vecteur propre ugy St

"1 dB(A
27#%%:0, i=1,- k—1,
! dx

le nombre k désigne la longueur de la chaine ug,--- ,ux_1, de vecteur propre et
vecteurs associ€s. La valeur mazximale de la longueur d’une chaine de vecteur

propre et vecteurs associés est appelée la multiplicité du vecteur propre ug, et on

la désigne par k(ug).
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Remarque 1.1.1. Si le sous-espace Ker(B(X)) est de dimension finie d et la
longueur k(ug) est finie pour chaque ug € Ker(B(\)) (ug # 0), alors
1) un systéme canonique de vecteurs propres et vecteurs associés de B(\) corres-

pondant a la valeur propre Ny est donné par :
W i=1,d

ou les vecteurs {ugf) ¢ forment une base dans Ker(B(\)),

2) k(u)) = ki,
(7) (7)

8) Uensemble des vecteurs uy’, -+ ,uy’_; est une chaine de vecteurs associés a
)
4) on a
ki=  max  k(u), k= max k(u),
0#ueKerB(\o) 0FAueM;

oui>1 et M; est un complément dans KerB(Xg) d’un sous-espace engendré par

O

5) Le nombre

EQo, BO) =D ki

=1

désigne la multiplicité de la valeur propre \g de B(\).
On peut définir maintenant le systéme m-total.

Définition 1.1.4. On dit que le systéme des vecteurs propres et vecteurs associés
est m-total si la réunion de tous les systéemes de la forme {¢§i) mhi=1k
constitue un systéme total dans l’espace H, ou H égal a la somme de m copies

de l’espace de Hilbert 'H.

On donne maintenant la définition de la chaine de Jordan pour une famille

polynomiale d’opérateurs.

Définition 1.1.5. On appelle une suite de vecteurs non nuls, ug, -+ ,Ug_1, une
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chaine de Jordan de la famille d’opérateur B(\) correspondant au nombre Ao, si

B()\())UO = 0
dB(Ao)
B(/\0)U1+ 1'd/\0 Ug 0
dB(\) d*'B(\)
B\ e N e V0 0
(Ao)ur—1 + TN Uk—2 (i — 1)!d/\]5_1u0 ;

Remarque 1.1.2. Pour une famille d’opérateurs B — X\, une chaine de vecteur
propre et vecteurs associés coincide avec la chaine de Jordan de ['opérateur B
correspondant a la méme valeur propre. De plus la multiplicité d’une valeur propre
Ao de la famille B — X coincide avec la multiplicité de cette valeur propre de

l'opérateur B.
On énonce le lemme suivant dont la preuve est donnée dans [23].

Lemme 1.1.3. Les vecteurs ug, - -+ ,ux_1 forment une chaine de vecteur propre
et vecteurs associés de B(\) correspondant a Ny si et seulement s’il existe un

polynome a valeur vectorielle u(\) tel que :

uD(Ng) = (Du;, j=0,--- k-1

et B(A)u(\) admet un zéro de multiplicité supérieur ou égal a k en Ag.

On rappelle maintenant la définition d’un polynome générateur.

Remarque 1.1.3. On suppose que u(\) est un polyndme a valeur vectorielle a
coefficients dans l'espace de Hilbert H, u(Xg) # 0 et B(Ao)u(Ao) = 0. Si lordre du
zéro du polynome B(N)u(X) en Ao est égal a k, alors u(\) est un polynome géné-

k—1

rateur pour la chaine, {(51) " ul)(\g) i—0, de vecteur propre et vecteurs associés

de B(\). Le nombre k désigne le rang du polynéme générateur u(\).

Le lemme suivant et son corollaire nous permettent d’avoir une relation entre

les vecteurs propres et les vecteurs associés a B(\) et Apg.
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Lemme 1.1.4. Un polynéme & valeur vectorielle, u(\) = (u;(\))"," de coeffi-
cients appartenant a H™, est un polynéme générateur de rang m de la famille
Ap(N) au point Ny si et seulement si u(Ng) est un polynome générateur de rang

m pour la famille B(\) en Ao et
ot q;(\) est un polynoéme a valeur vectorielle.

Corollaire 1.1.1. Un ensemble de vecteurs

wp = (W)t =0, k-1,

est une chaine de vecteur propre et vecteurs associés de Ag(\) correspondant a

la valeur propre \g si et seulement si u? i = 0,---,k —1 est une chaine de

7 7

vecteur propre et vecteurs associés de B(\) correspondant a la valeur propre Ao,

et de plus

U((]J) — )\Ou((]j_l) , ] — 07. e, — 17
ufj) = )‘Ouz('j_l)_}_uz(z_ll)? iZO,-'-,k—l,jZO,"',m—l,

On peut prouver alors le résultat suivant.

Lemme 1.1.5. Les valeurs propres des familles B(\) et Ag(\) coincident et ont

les méme multiplicités.

Preuve :

Siu = (u;)"," € H", alors en utilisant le corollaire 1.1.1, on a
Ap(XNo)u =0
si et seulement si
B(X)ug =0 et uw;=Nug, i=1,---,m—1. (1.4)

On a uy = 0 si et seulement si u = 0, donc les valeurs propres de B(\) et

Ap(X) coincident et la correspondance entre g et u définie dans (1.4) est un

10
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isomorphisme algébrique entre les sous-espaces KerB(\) et KerAg(\). Grace au

corollaire 1.1.1, u et up ont les mémes multiplicités, d’ou
k(Ao, B(A)) = k(Xo, Ap(A)),

ce qui achéve la démonstration. O
On donne quelques résultats utiles pour I’étude des familles d’opérateurs a coef-

ficients compacts.

Lemme 1.1.6. Soit S un opérateur inversible, alors les familles B(\), SB(\)
admettent le méme spectre. Les valeurs propres ainsi que leurs multiplicités sont

identiques pour les deux familles.

La preuve de ce résultat découle directement de la définition d’une valeur

propre.

Lemme 1.1.7. Soient B(A\) = S—AB et M(u) = B—uS. Siu(\) est un polynome
générateur de rang k et de degré i au point N\g # 0 pour la famille B()\), alors
v(p) = pu(pt) est un polynome générateur de rang k au point pg = Ao~ pour

la famille M(X).

Preuve :
Soit u(A) un polynoéme générateur de rang k et de degré i au point A\g # 0, donc

il existe un vecteur polynéme gg(A) # 0 tel que :
(S = AB)u(\) = (A — \o)*gr(N).
Le degré de ce polynome est inférieur ou égal i + 1 — k et de plus :

(B —pS)o(p) = —p*(S —p ' Bu(p)
= = = g Das(ph)
= (1 — po)*qu (),

ol g () est un vecteur polyndome avec qpr(p) # 0. D’out le résultat. O

11
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Lemme 1.1.8. Soient B(\) = S—AB, M(u) = B—uS et Ker(B) = Ker(M) =
{0}. Le nombre Ny est une valeur propre de B(\) si et seulement si g = Ay " est

une valeur propre de M(u). De plus les multiplicités de Ao et pg coincident.

Preuve :

On a les égalités équivalents B(\g)ug = 0 et M (po)up = 0. Puisque
Ker(B) = Ker(M) = {0},

on a A # 0 et py # 0. Il résulte du lemme 1.1.7 que les multiplicités du vec-
teur propre g coincident pour les familles B(\) et M (u). Ce qui prouve alors la
deuxiéme partie du lemme. O
On étudie maintenant des familles polynomiales d’opérateurs a coefficients com-

pacts.
Théoréme 1.1.1. Soit
CN)=T1+Ty+TiA+---+T,\",

ot Ty, -+, T,, sont des opérateurs compacts. Si la famille C'(\) admet au moins
une valeur réguliere, alors le spectre de C'(\) se compose de valeurs propres de
multiplicités finies. Le seul point d’accumulation possible de ces valeurs propres

est l'infini.

Preuve :
On peut supposer que 1 + T} soit inversible. En effet, si a est un point régulier

(rappelons que a est un point régulier si C'(a) est inversible) de C'(\), alors
CA+a)=1+To+TA+---+T,\",

ou T! est un opérateur compact pour i = 0,--- ,m et 1 + T = C(a) est un

opérateur inversible. D’apreés le lemme 1.1.2, le spectre de C'(\) coincide avec le

12
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spectre de la famille matricielle 1 — A\ A, avec

STy - ST,-1 ST,
1
A = ; (1.5)
1 0
ou S = —(1 +Tp)"'. En utilisant les lemmes 1.1.2 et 1.1.6, on a alors que les

valeurs propres et leurs multiplicités sont identiques pour les familles C'(\) et
1 — AA. Donc d’apres le lemme 1.1.8 et la remarque 1.1.2, les valeurs propres A
de C'(\) et les valeurs propres u de A sont reliés par la relation g = A~! et ont
les mémes multiplicités.

Or A étant compact alors le spectre de A se compose de valeurs propres de
multiplicités finies avec zéro comme seul point d’accumulation. Ce qui achéve la

preuve. O

1.1.2 Familles polynomiales d’opérateurs a coefficients non-

bornés

Dans cette section on étudie des familles polynomiales a coefficients non-
bornés et on propose une méthode pour les réduire a des familles polynomiales a

coefficients bornés.

Soient Hy, Hy, ..., H,, des opérateurs non bornés dans I'espace de Hilbert H
tels que :

L(\)=Ho+ AH; + -+ X"""Hy qy + N"H,,. (1.6)

Cette famille d’opérateurs est définie sur le domaine D(L())) = N D(H;). Dans
notre travail, on introduit certaines hypothéses sur { H;}, pour pouvoir définir

le domaine en fonction du domaine de certaines puissances de Hy.

13
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En général, pour étudier des familles polynomiales d’opérateurs a coefficients non
bornés, on les réduit a des familles polynomiales d’opérateurs a coefficients bor-
nés, ce qui permet d’utiliser tous les résultats concernant les familles a coefficients
bornés. Le résultat suivant est une méthode de réduction de la famille définie dans

(1.6) en une famille & coefficients bornés.

Définition 1.1.6. On dit que ['opérateur A est subordonné a B s’il existe un

nombre C' tel que pour tout f € 'H :
IAHI < CUBHII-

Lemme 1.1.9. Supposons que T' soit un opérateur fermé, les opérateurs { H;},
sont subordonnés a T, S est un opérateur borné sur H, Im(S) = D(T) et
Ker(S)={0}. Si

L\ = T+ " \NH,

B(\) = TS+> " \H;S,
alors L et B ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités. De plus,
Uensemble {u;}™, est une chaine de L(\) correspondant a Ao si et seulement si

u; = Svy, ot {v;}, est une chaine de B(\) correspondant a Ag.

Preuve :
Les coefficients de B(\) sont bornés. Done, on a bien que T'S est un opérateur
défini partout, fermé et borné. Comme les opérateurs { H;}", sont subordonnés

a T, alors pour tout f € H on a
IS < CITS(HI < CIIFL, i=0,0-m.

On suppose que A\g € 0(B(A)), donc B(\g) est inversible. Or on a B(\) = L()\)S,
d’ou

L()\(])SB()\(])il - 1
Pour prouver que \g & o(L())), i.e. L(\g) est inversible, il suffit de montrer que

Ker(L(\)) = {0}.

14
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En effet, soit u € Ker(L(\y)), on a L(Ag)u = 0. Donc v € D(T) = I'm(S). D’ou
il existe w € H tel que u = Sw. Il en résulte que B(\g)w = 0, ce qui donne w = 0
et donc u = 0. Ce qui prouve que \g € o(L(A)).

Inversement, on suppose que L(\g) est inversible. Soit f est un vecteur dans H,
alors il existe u € D(T), tel que L(X\g)u = f. Comme u € Im(S), alors il existe
w € H tel que u = Sw et B(A\g)w = f. Donc Im(B(\g)) = H.

Si B(Ag)v = 0, alors L(A\g)Sv = 0 et Sv = 0 (parce que L(\g) est inversible),
donc v = 0. Par conséquent B(\g) est inversible. Ce qui prouve que les spectres
de L(X\) et B(X) coincident.

Soit {u;}, une chaine pour L(\) correspondant a A, i.e.

J
1 ..

Ej,—'L@(AO)ujfi:o, j=0,---,m, uy#0. (1.7)
1.

i=0
On a u; € D(T), par suite il existe w; € H tel que u; = Sw;. Dot on peut écrire
(1.7) sous la forme suivante :
J 1
> =BYNJwj_i =0, j=0,---,m, wy#0. (1.8)

il
1=0

i.e. {w;}, est une chaine de B(\) correspondant ).

Inversement, si on suppose que w; = Sw;, alors la relation (1.7) résulte direc-
tement de (1.8). Donc on a prouvé la derniére partie du lemme, qui permet de
conclure que les valeurs propres de L(\) et B(\) coincident et que la multiplicité
du vecteur propre wy de B(A) coincide avec celle du vecteur propre Swy de L(\).
Comme S établit une correspondance bijective entre les sous-espaces Ker(L(\))
et Ker(B(\)), alors les multiplicités de la valeur propre A\ sont les mémes pour
les deux familles L(\) et B(\). Ce qui termine la preuve du lemme. O
Notre travail traite de familles d’opérateurs a coefficients non bornés, pour cela

on va faire des hypotheéses sur { H;},,.

Remarque 1.1.4. Les spectres de la famille d’opérateurs quadratiques L(\) et

15



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

Chapitre 1. Introduction aux problemes aux valeurs propres non-linéaires

de la famille matricielle de linéarisation Ay, coincident. Donc ’étude de spectre

d’une famille est équivalente a [’étude du spectre de l’autre famille.

1.2 Analyse fonctionnelle du probléme
Soit H un espace de Hilbert complexe et soit
L\) = Ho+ AHy + ... + \" T Hyp g + 2™, (1.9)
L(\) est une famille d’opérateurs non bornés de H, ou A € C.

De plus, Hy est un opérateur fermé a domaine dense D(Hy).

Les opérateurs Hy, ..., H,,_1 sont définis sur D(H,).
On considére les hypothéses suivantes.

Hypothése (H;) : H, est un opérateur autoadjoint positif de domaine D(H)
dans H.

Avant de donner la deuxiéme hypothése on donne la définition suivante.

Définition 1.2.1. Soient Hy, Hs deux espaces de Hilbert complezes etT' : Hy —
Hy un opérateur compact. On désigne par (pu;(1));>1 la suite décroissante des
valeurs propres de (T*T)% ot chaque valeur propre est répétée suivant sa multi-

plicité. Soit p réel strictement positif. On dit que
T e Cp(H1, Hg)

st
(o)
> (TP < +o0
j=1

ou CP désigne la classe de Schatten.

16
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Hypothése (H) : Il existe un réel p > 0 tel que :
Hy € CP(H).

Hypothése (H,) : Pour tout entier j, 0 < j < k — 1, les opérateurs H, ' H,
et Hy'H; sont bornés dans H.

Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 1.2.1. Sous les hypotheses précédentes on a :
i) L(\) définit un opérateur fermé de domaine D(H).
i) Si L(\)~! existe, alors il est compact.

iii) YA € C, L(\) est un opérateur a indice et Ind(L(X\)) = 0.

Preuve :

i) Soient (u,),>1 une suite de D(Hy) et u, f € H tels que :

lim L(MNu, = f, lim wu,=u, dans™H.

n—-+o0o n—-+o0o

L\ u, = (1 4+ NH Hy + o4+ N H,  Hy' + N Hy Y Hou,,. (1.10)

Or Hngl est compact pour 1 < j <m — 1.

On en déduit qu’il existe une sous-suite (u,, )n>1 €t g € H tels que :

lim Hou,, =g, dans™H. (1.11)

k——4o00

Hy étant fermé, il en résulte que u € D(Hy) et que L(A)u = f. D’ou L(\) est
fermé.

ii) On a

17
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d’out Hy' est compact et
L) Yy = Hy' (1 + NH HG A+ NV H,  Hy U+ A H Y 7,

donc L(\)7! est compact (le produit d'un opérateur compact et d’un opérateur
borné est un opérateur compact).
iii) On a
L\ Hy!' =1+ compact, (1.12)
Hy'L(A\) = 1+ compact. (1.13)
D’out L(\) est un opérateur a indice et

Ind(L(\)) = —Ind(Hy") =0

(14 compact est un opérateur de Fredholm d’indice zéro ).

H§ étant injectif pour tout s, on munit D(H{) de la norme

[ull peg) = [1Hgul- (1.14)

Proposition 1.2.2. A\ — L(\)™! est une fonction méromorphe dans C a va-
leur dans L(H, D(Hy)) (D(Hy), muni de la norme du graphe, est un espace de
Hilbert).

Preuve :
Pour la famille L(A) dans (1.9), H,, = 1 on considére alors la linéarisation (1.3),

donc on introduit I'opérateur matriciel suivant :

0 1 0 0
0 0 1 0
: : 0 : :
A = . ' . _ . (1.15)
: : : : 0
0 0 0 1
—Hy —H, —H, — My

18
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On considére A; comme un opérateur fermé non borné de l'espace de Hilbert K

(m—1) (m—1) (m—2)

K=DH,™ )xD(Hy™ )xD(H, ™ )x---xH, (1.16)

et de domaine

(m—1)

D(A;) = D(Hy) x D(Hy ™ ) x --- x D(HJ").

L’inverse .AZI existe et définit un opérateur compact de IC dans K. D’ou Ay, — A
est & indice, d’indice nul pour tout A € C. Or Ay — X est injectif si et seulement
si L(A) est injectif. Il en résulte que Ay — A est inversible si et seulement si L(\)

est inversible. Donc la fonction
A— (AL — N7t
est méromorphe de C a valeurs dans £(K). On pose
(Ap =27 = (r(\))o<ig<m-1- (1.17)
Soit A tel que L(\)™! existe. On montre que :
L) = =rom-(N) (1.18)

En effet on commence par le cas m = 2, on trouve 'inverse de A;, — A en utilisant

des techniques classiques d’algebre

Uy J1
(AL —A) =
U2 J2
Il faut alors résoudre le systéme
—)\Ul + Uy — f1

—H0u1 — (Hl -+ /\)Ug = fg

on a

up = —LO)H(Hi+ N fi+ fo)
uy = —LN) (=LA + AHy + N) fi + A fo)

19
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donc on a

(AL —N)7! h — —LA) N (H + ) L)

fo —LA)TH=LA) + AMHy + X)) AL

d’ou To,1 = —L()\)

Pour le cas général en suivant la méme méthode on a

Uy 1
(-AL B )\) U:2 _ Jo
Um Jm

il faut alors résoudre le systéme

—)\u1+u2 = fl
—)\UQ+U3 = fg

—Auj+uje =

A1+ Uy, = fra

—Houy — Hyug — -+ — Hppqttyp—1 — (Hi + Ny, = fin

Par conséquent on a

Uy = f1+)\u1
us = fo+ A1+ N

uj = fisi+AjatF N+ N Ty

U/m p— fm_l + )\fm_2 —|— PR _|,_ )\M72f1 + )\milul

et
uy = —LON) N (fi(Hy + AHy + -+ A" 2 Hy g + A7)

20

S

f2
(1.19)



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

1.2. Analyse fonctionnelle du probleme

tfo(Hy + AHg 4+ -+ X" 3 H o 0+ X" 2) oo frnat(Hopt + A) + fin)

donc on a
(Ap = N7 = (15,,(N)o<ijcm—1,
ou
rij(A) = _)\%Sj. . ’ Z - ]_
LN=UFD — Nig. >
et
so = LN L(Hy + AHy+ -+ N"2H,_; + A™~1)
s1 = L\ L(Hy+ AHg+ -+ N"3H,_; + A"~2)
sj = L)Y Hjp + AHjpo+ -+ AU H, 4 Am=UHD)
smes = L) Y(Hpr +A)
Smo1 = L(A\)™!
donc :

L()\)_l = _TO,m—l ()\) .

On a besoin du résultat suivant.

Proposition 1.2.3. (Gohberg-Krein [18])
Si Ae L(H,H1), B € L(Ha, H)) etT € CP(Hy,Hs), alors B.T.A € CP(H}, H).

Proposition 1.2.4. Sous les hypotheéses précédentes on a
A;l € CP(K).

Preuve :

Soit I'm (Azl) I'image de 'opérateur Azl telle que :

(m—-1) (1

Im (A;') = D(Ho) x D(Hy ™ )--- x D(Hy").

En utilisant la proposition de Gohberg-Krein, pour montrer que Azl est de classe

CP il suffit de montrer que l'injection 7 est de classe CP, avec
i Im(AY) — K,

21
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Soit R 'opérateur défini de C dans K tel que :

(=1 (=1

R(ug, -+ yum—1) = (Hy™ ug, -+, Hy™ Upm—1)

Done

Al ec’(K) & Recr(K).

Soit J 'opérateur

=D =1

J(UO,"' 7um_1) — (HO m UO,"' 7H0m um_1)7

(1

qui est un isomorphisme de K sur H™ et de D(A) sur [D(H,™)].

Alors on a :
R=J'R.J
ou
R:H™ = H™

et
- (=1 =

R(ug, -+ yum—1) = (Hy™ ug, -+, Hy™ Upm—1).

Soient (¢;);>1 la base des vecteurs propres associés a

=D (=1

[(Ho™ ) (Hy™ )],
(er)1<k<m la base canonique de R™ et

(@jek)lgkgm

est la base des vecteurs propres de (R)*(R). Donc on a bien

Z(M(R*R))p =my [u;(Hy™ )P < +oo.
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Définition 1.2.2. On dit qu’une fonction entiére
F:C—B

a valeurs dans un espace de Banach B est de type p > 0 s’il existe une constante
v > 0 telle que :
IEN)|| < e pour tout A € C.

Proposition 1.2.5.

i) Il existe une fonction entiére ¢ de type p a valeurs scalaires telle que :
A= ¢(NLN),

est une fonction entiére de type p a valeurs dans L(H, D(Hy)).

it) Pour tout € > 0, il existe une suite (1y)k>1 croissante de réels positifs telle
que :

lim r, = +o0
k—-+o00

et une constante C. > 0 telle que :

max | L(A) Y| gpimy < Cee’t pour tout k> 1.

[A=r

La démonstration de ce résultat se trouve dans [25].

La définition suivante est donnée par (Keldysh [20]).

Définition 1.2.3. Soit A\ € C tel que L(\g) est non injectif. On appelle sous-
espace propre généralisé de L associé a \g le sous-espace vectoriel de D(Hy), noté

spa[L], engendré par les solutions des systémes

( )

L()\())UO =

L()\O)ul + %()\Q)UO =0

(Sk) . (1.20)

| L) uk+ % NoJur1 + -+ Fo5ENo)uo =0 |
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ou k € N i.e. {u;}}_, forme une chaine de Jordan de longueur k + 1.

Chaque valeur \g correspond a un sous-espace propre généralisé de dimension
fini.
Pour la preuve du résultat suivant on a besoin de I'hypothése suivante.
(G—m)

Hypothése 4 : Pour tout entier j, 0 < j < m — 1, les opérateurs H;H, ™

G=m)

et Hy ™ H; sont bornés dans H.

Proposition 1.2.6. Si|J, ¢ spa[AL] est total dans K, alors |, ¢ spa[L] est total
dans 'H.

Preuve :
On a
A— (L)

est méromorphe. Soit Ay un pdle de cette fonction. On écrit son développement

de Laurent au voisinage de Ay

(L) = s+

S0, (1.21)

ou S est holomorphe au voisinage de ).

Pour 1 < j <7, Q; est donné par la formule de Cauchy

Q= = (A= Aol L (L(N) LA,

20T J|n—xol=c

ou € > 0 est assez petit. D’ou il résulte que :
Im(Q1) + -+ -+ Im(Q,) € D(Ho).

Pour terminer la preuve on a besoin du lemme suivant (pour la preuve c.f.

[25]).
Lemme 1.2.1. spy,[L] = Im(Q,) + -+ Im(Q,)
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On écrit le développement de Laurent de (Az)~! au voisinage de A

Br Bl

(AL—/\)_IZW%—”-—F(A_)\O)

+T(N). (1.22)
Donc on a

spa ALl = Im(B,.) + -+ + Im(By).
On calcule les B; en fonction des ();, on a

(AL - /\)_1 = (Tij()\))ogi,jgm—y

De la définition de A, on a la premiére ligne de (A, — \)~!

m—2
roo(A) = =L NHj+ A"
j=0
m—2
ro1(A) = L)' O N Hy + A7)
j=1

7"07m,1()\) = —L()\)_l
Laligne [, 0 <1 < m — 1, est donnée par

7“170()\) = /\l + )\lJrl’l“(),o(/\)
7"171()\) = )\l_l + )\H—l?"(],l()\)
’I“u()\) = /\l+17”071(/\)

rl,mfl()\) = )\l+17“0,m71()\)
On rappelle que (A7 — A)~! est un opérateur dans K ou
1,(L) 1
K=D(H, ™)xD(Hj)xH.
D’aprés des résultats précédents, il existe une matrice d’opérateurs :

(C’f?) , pour 1 <k <r,
7/ 0<i,j<m—1
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ol CZ-(,];) est un opérateur défini sur K tel que :
k
By = Qu(C!)oci jem—1-

D’ou il résulte que spy,[L| contient la projection de spy,[Ar] sur chacun des fac-

teurs de IC. On a alors la proposition(1.2.6). O

Proposition 1.2.7. On a

Qr = —(Br)0m-1), (1.23)

donc

dim(spy,[L]) < 400,

sachant que dim(spy,[AL]) < +o0.

Preuve :
D’aprés (1.18) on a que la composante d’indice (0,m — 1) de opérateur matriciel
(AL —X)"test égal a —L(\)~!, d’ou en utilisant (1.21) et (1.22) on obtient (1.23).
Cela donne directement que \g est une valeur propre de multiplicité » pour L si
et seulement si \y est une valeur propre de multiplicité r pour A;, ce qui achéve
la preuve. O
Le sous-espace propre géneralisé engendré par les vecteurs propres correspondant
a la valeur propre Ay est de la méme dimension pour 'opérateur L et pour le
systéme Ap.

Le résultat suivant est parmi les résultats principaux du travail de Pham-
Robert [25], ce résultat nous permet de prouver l'existence d’un systéme de vec-

teurs propres généralisés.

Théoréme 1.2.1. (Pham-Robert)

On suppose qu’il existe s demi-droites Aq, ..., Ay issues de 0 et divisant le plan
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complexe en s secteurs d’ouverture o < % pour j = 1,...,s. On suppose de plus

qu’il existe un entier N > 0 tel que :
ILON) Y 2oy = O(AN)  lorsque |A| — 400, A € Ay U...UA,.

Alors ’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de L est

dense dans H.

Pour la preuve on a besoin du théoréme suivant de Dunford-Schwartz (pour
la preuve voir [17]). Le théoréme de Pham-Robert est une généralisation du théo-

réme de Dunford-Schwartz pour les familles polynomiales d’opérateurs.

Théoréme 1.2.2. (Dunford-Schwartz)

Soient H un espace de Hilbert et K un opérateur de classe de Schatten C,. On
suppose que le plan compleze est divisé par s demi-droites vy, --- ,7s d’origine 0,
il existe un entier N tels que :

1) L’angle formé par deux demi-droites adjacentes soit strictement inférieur a %.

2) Sur chacune de ces demi-droites :
I3 = K)~H = O(AI™),

quand || tend vers 0.
Alors KN(H) est inclus dans ladhérence de lespace engendré par les vecteurs

propres généralisés associés aux valeurs propres non nulles de K.

Preuve du théoréme 1.2.1 :
Grace au lemme 1.1.2 on sait que les spectres de L et A coincident, i.e. L est
inversible si et seulement si Ay est inversible, donc en utilisant (1.21) et (1.22)
I’hypothése
1L Ml zoe.pimy = OAY),

entraine qu’il existe M > 0 tel que :

I(AL = 2 lewe) = OUAM),
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sous les mémes conditions. D’aprés le théoréme de Dunford-Schwartz 1.2.2, on
déduit que I'espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de Ay,
est dense dans K. On obtient alors le théoréme (1.2.1) en utilisant la proposition

(1.2.6). O

Pour appliquer ce qui préceéde a des opérateurs différentiels; il est utile de
définir les directions du plan complexe ou la croissance de L(A)™! est optimale,

on appelle ces directions les rayons de croissance minimale.

Définition 1.2.4. Pour 6 € [0,27[ et py > 0, on pose

A0, po) = {pe”, p> po}-

On dira que A(0, po) est un rayon de croissance minimale pour L s’il existe C' > 0

tel que :
C
pm(lfs) ’

HL(peiG)_IHL(E?,D(Hg) < (1.24)

pour tout p > pgy et tout s € [0, 1].

On démontre que (1.24) est satisfaite pour

Sz(mi_]), 0<j<m-—1,
m

i.e. il existe C" > 0 telle que :

/

oy C
||(AL - pela) 1||£(IC) S ? , pour p > po,

c’est a dire que A(0, pp) est un rayon de croissance minimale usuel pour A;. Dans
le résultat suivant on montre que les rayons de croissance minimale sont stables

pour certaines perturbations.
Proposition 1.2.8. Soit

Q) = Qo+ AQ1 + .. + X" Qi
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un polynome a coefficients opérateurs, de degré < m — 1. On suppose que pour
tout j =0,1,...,m — 1, il existe 6; €]0, %] tel que :

G=—m)
0
QjHO 5

se prolonge par un opérateur borné sur H. Si A(6, py) est un rayon de croissance
minimale pour L, alors il existe pf, > 0 tel que A(6, pp) soit un rayon de croissance

minimale pour L + Q).

Preuve : Pour prouver que Q()\) est une perturbation compacte de L()), il

suffit de prouver que

Qos -, Qm—1
sont des perturbations compactes de Hy et pour cela il faut prouver que H 1Qj
est compact pour 7 =0,---,m — 1, ce qui est évident car :
G=m) .

0 )
se prolonge en un opérateur borné sur H et
Ho,lHO(j‘Tm)Jrej _ HO(]"TQ"L)MJ-

est compact. D’ou

Ind(L(\)) = Ind(L(\) + Q(N)) =0,
pour tout A € C. On pose

L'(\) = L(\) + Q(N).

Pour A € A(0, py) on a

L) = (1+ QLN ™)L,

Or on a

j—m

NQLIN T = NQH, ™ T Hy T LN pour A € A6, py).
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En utilisant les hypotheéses de la proposition (1.2.5), on en déduit qu’il existe
C; > 0 tel que :

¢
‘)\’mej ?

IN QL) Ml ey < VA € A6, po)-
L'(X) est alors injectif donc bijectif pour tout A € A(0, pp) et

L'V =LY 1+ QML)

Or
17+ QL)) Hlean <1, YA€ A0, ),
d’ou
/ 0\ —1 O /
(L (™) g < W . Vp = pp
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Notre travail traite de familles d’opérateurs quasi-homogénes. Afin de prouver
I'existence de valeurs propres pour une famille d’opérateurs par les techniques
complexes et pseudodifférentielles, nous étudions le comportement de résolvantes
suivant certaines directions du plan complexe.

Les techniques complexes consistent a utiliser le principe de Phragmén-Lindel6f
qui est une généralisation du principe du maximum. On en déduit alors I'existence
de valeurs propres dans certains secteurs du plan complexe.

Les techniques pseudo-différentielles consistent & étudier les secteurs de plan

complexe dans lesquels on trouve les valeurs propres.
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Nous allons exposer quelques difficultés a appliquer ces techniques et puis

nous allons donner quelques résultats pour lesquels on surmonte ces difficultés.
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2.1 Analyse différentielle du probléme

On considére la famille quadratique d’opérateurs suivante :
L(N\) = Hy + AH; + )2,

ou Hy, H; sont des opérateurs pseudodifférentiels sur R™ avec des symboles
Ho(x,&), Hqi(z,§) respectivement, tel qu’il existe des fonctions des poids ¢, ¢,

p définies sur RY X R et des constantes Co, C telles que :

020/ Ho(,€)| < Copg1olp10

‘8?85H1($a5)‘ < Chpzglelp

oux = (x1, - ,x,) ER" et £ = (&, - ,&,) € R™ Le symbole de L est alors
L([L‘7€7 )‘) = HO('CEaf) + )‘Hl(x>€) + )\2‘

Voir I'appendice B pour les définisions générales concernant les classes d’opéra-
teurs pseudodifférentiels utilisées dans ce travail.

On considére ’hypothése suivante :

(H) 11 existe des entiers k et ¢ tels que :

1 1

L(rwmz,ri&,r3)) = r(Ho(x, &) + MNHy(z,€) + A2),
- TL(-T,&,)\%
pour tout r > 0.

On peut prendre alors

w(x, &) = (L4 &+ |z™)
O, &) = (1+ €]+ |z™)m,
p(@,8) = (1+[¢° + |x™)7.

On donne maintenant les hypothéses suivantes :
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(E) L(x,&, p) # 0 pour tout p > 0 et tout (z,£) € R™ x (R™\ {(0,0)}) (ellip-
ticité globale).

(C) Hy prend ses valeurs dans un cone propre de C, symétrique par rapport

a laxe réel.

On désigne par Sy, le cone de C (voir hypothése H) est défini par :
Sp={reC:3(x,&) e R" x (R"\ {(0,0)}) tel que L(\ z,&)=0}.

On sait que Hy admet un prolongement fermé unique, a partir de S(R"), comme
opérateur non borné de L*(R™) (c.f. corollaire (B.1.1)). On désigne alors par
D(H,) le domaine de la fermeture de Hy. Pour tout entier N, on construit des
paramétrix a droite et a gauche avec des symboles By(z,£,\), Cn(z,§,\) de
sorte que :

o(L)(A) o By(A) =1+ Rn(N),

Cy(AN)oa(L)(N) =14 Sn(N),
tels que :

BN(:B>€> )‘) = bO(-Tafa )\) + ...+ bN(x>€7 )‘)
CN(xafa )\) = CO(xafa )\) + ...+ CN(-Tafa )‘)

ot les symboles principaux b;(z, &, A) et ¢j(x, &, \) sont définis par :

bo(z,§,A) = co(x,&, ) = m
et pour 7 > 0 on a
bj+1($, 57 /\) - _m Z F(Oé, ﬁ)aaDﬁL(xu 57 )‘)aﬁDabl (ZE, 57 )‘)7
Y Y A
1
(@) =~z > (o, B)0"Dc(x,§, N D L(x, &, N),
) ) A

(2.1)
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ou

A={0<1<jla|+[8|+1=j+1}

T(a,3) = (— 1)ﬁ|(1)j<!&\'1!5\')

o o0
o B _ lo] =~
0 = 96 et D7 = (i)~ s

Les formes asymptotiques des restes Ry () et Sy(\) sont les suivantes :

(z,€,\) Zr B)0*“DPL(x, €, \)9° D; (z, €, \).

(2,6, )) Zr 3)0“DPc;(x, €, \)° DLz, €, \),

ou

={0<j<N,N+1<]|a|+[8+j<N+2}.

On donne les estimations suivantes pour le symbole de la paramétrix & droite
By (A, x,€) et le reste Ry(\, x, &), et on a les mémes estimations pour le symbole

de la paramétrix a gauche Cn (A, z,€) et le reste Sy (A, x, §).

Lemme 2.1.1. Pour tout entier N > 0 et pour tout multi-indices « et [3, il existe

des constantes Cy(a, 3), C'y(a, B) telles que :

1_lal_ sl

(2) ‘aaDIBBN()anf)‘ < CN(a7B)(p2+‘x’m+‘§‘£)i eom,

lof _ 18]

(i) |0°DPRy(\,2,€)| < Chola, B)(p% + |z + |€[)~V+DGE+H-l -2
pour tout X = pe’, p >0 et (x,£) € R™.

Preuve :

En utilisant le fait que les b; vérifient la relation d’homogénéité :
0" Db;(r3 A, 1w, 176) = 10" DPb;(\, 7, ),
aaD’ng(T%/\, rar, rig) = r’'0°DPej(A, @,€),

35



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

Chapitre 2. Calculs des coefficients pour la dimension impaire

ol
11 aof |f]
S O S W o R (i
v i) = =
On a
0"DP LN, 2,€)| < Cla, B)(0? + |o]™ + ¢!~ ~,
ce qui achéve la démonstration. -

On désigne By (A, x, D) , Cy(A,x, D), Ry(\,z, D) et Sy(A, x, D) les opérateurs
pseudodifférentiels avec les symboles By (A, z, &), Cn(A, 2, §), Ry (A, z,§) et Sy (A, x, §),
respectivement.

Pour déduire les estimations précédentes des majorations de norme pour les opé-
rateurs By (A, z, D), Cy(\, 2, D), Ry(A, x, D) et Sy(A, z, D), on donne la défini-

tion et le résultat suivants.

Définition 2.1.1. On désigne par S8Y lespace des symboles s € C*(R" x R™) tels

que pour tous multi-indices o et 3 on a :
sup |0°DPs(x, &)| < +oo.
R2n
SO est un espace de Fréchet muni de la famille suivante de semi-normes :

P‘ - aaDﬁ ) .
5 (8) \aff\%ﬁéj[ﬁy s(z,6)|]

Si s € 8Y alors s(z, D) est un opérateur borné de L*(R"™) dans lui méme ([16]).

Pour bien expliquer ce résultat on donne le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. (Théoréme de Calderon-Vaillancourt)
1l existe une constante vo > 0, et un entier jo > 0 qui ne dépend que de [’entier

n tels que :

HS(%‘,D)H[:(Lz(Rn)J_Q(Rn)) < Yo IMmax  sup ‘8aDﬁ8‘
la|+|8]<jo  R2n

pour tout s € S.
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Lemme 2.1.2.
(i) By(\,z, D) € L(LA2(R™), D(Hy)) pour tout entier N et A € A(6,0). On a :
(1) IBy(A 2, D)l cz@ny iy = O1), A— +oo, A€ A(0,0),
(

(i2) ||1Bn(Nz, D)|lc2@m)2mey) = O(#) ., A— +oo, A€ A(6,0).
(i) Ry (A, z, D) € L(L*(R™),L2(R™)) pour tout entier N et tout A € A(H,0).

(ZZZ) HRN()\,.I, D)Hz,(LQ(Rn)7L2(Rn)) = O(W), pour ‘)\’ — 400, AE A(Q,O)

Preuve :

En utilisant le lemme (2.1.1), on a :
0*D By (A, 2, €)] < Cw(a, B)p?

10°DP Ry (A, 2, €)| < Cly(a, B)p 2N HD-I(k+0- (ot B)]

Du théoréme (2.1.1), on a (ig) et (i7).

Pour trouver (i;), on calcule le symbole de Hy(z, D)Byn(\, 2, D) :

HyBy(A\) = Y T(v,0)0"D°Hy(x,£)0° DBy (A, x, ).

[v+0|=N

Alors pour tout N, a et (3, il existe C% (v, 5) > 0 tel que :
|0°DP(HyBy (M) < CR(ar, B) pour A € A(0,0), (z,€) € R*™.
On peut appliquer le théoréeme (2.1.1), donc
Hy(z, D)Bx(A, 2, D) € L(L*(R™), L*(R™)).

Alors on a By(\, x, D) € L(L*(R™), D(Hy)) et (i1) est vérifice. 0

Proposition 2.1.1. On a
(i) Pour tout A € C, L(\) admet un prolongement fermé unique sur le do-

maine D(Hy).
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(i) Il existe un come propre I' de C, symétrique par rapport a l'axe réel tel
que :

(Ho — p) ! existe pour tout 1 € T,

et :

1(Ho — 1) M czmnyy = O(=),  |p| — +oo, p €T

1
1z
(1ii) (Ho — p)~' est compact en tout point u de l’ensemble résolvant de Hy.

Preuve :
Soit oo(L)(A) le symbole principal de L. Si A € T', A # 0 tel que oo(L)(\) est
inversible pour (z,£) € R?". On construit les paramétrix a droite et a gauche de

L(\) donné dans les équations en (2.1) telles que :

(d)  o(L)(N).By(\) =1+ Ry(N),
(9) Cn(A)-a(L)(A) = 1+ Sn(A).

En utilisant le lemme (2.1.2) alors il existe Ny entier tel que pour N > Ny,

on a

| B () 2 iy = O(W), pour [\ — +o0, A € A(D,0),  (2.2)
et

1Sn (W)l czry = O(WQ(%OH)), pour |\ = +00, A € AB,0).  (23)

Soit L' un prolongement de L()), L’ est fermé et on a
Bn(MN)(S) C S.

On en déduit que
Bx(A\)(L?) € &,

ou &€ désigne le complété de S pour la norme suivante :
[ulle = [ullz@n) + [[LA)ul|L2@n).
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Aussi on a

S¢c D(L).
On utilise (g), on a L' — X est injectif pour |[A| > \g et A € I'. De (d), on a
(L'(\).Bxy(A).(1+ Ry(\) !t =1,
d’ott L/(\) est surjectif et
(L'(\)™' = By(N\).(1+ RyA) ™. (2.4)

Comme on a

1
BNV ce@n) L2 @ny) = O(F) , A—oo, el

(L'(A\) ™ = By (N)-(1+ Ry(N) ™

entraine que

D(L') C Im(By ()
d’ott D(L') = 8¢, ce qui donne 'unicité du prolongement. Donc l'opérateur défini
par

D(L') = 8¢ = D(Hy)
et L'u = L(A\)u, pour u € 8¢ est un prolongement de L(A). On a donc démontré
(). La preuve de (i) est un conséquence de (2.4). La preuve de (iii) est donc due
a l'injection compacte de D(Hy) dans L*(R™). O
Pour prouver que le systéme des vecteurs propres généralisés de I'opérateur L(\)

est total on donne les résultats suivants de Pham et Robert [25].

Théoréme 2.1.2. Soit § € [0,27[. 1l existe py positif ou nul tel que A(6, po) soit

un rayon de croissance minimale pour L si et seulement si
A(0,0) CC\ Sg.

Ce théoréme donne la condition nécessaire et suffisante pour que A(#, p) soit

un rayon de croissance minimale.
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Théoréme 2.1.3. Soient 0 < 01 < O, < 27 tels que :

A(61,0) U A(6,0) C C\ Sy

et
milr
0, — 0 S
2o s 2n(m + ()
Sl existe
0 €]0,,0,]

tel que A(0,0) C Sy, alors il existe
Ao € C, arg(\g) € [61, 0]
tel que L(\g) ne soit pas injectif.
Théoréme 2.1.4. Soient A(601,0),...,A(0s,0), s demi-droites du plan compleze.

On suppose

(’1;)0§91<62<...<(98§27T,

(11) 1041 — 0;] < %%L) pour j=1,..,s—1, 6, < % et 6y — 05+ 21 <
mlm
2n(m+0)’

(111) A(0;,0) C C\ Sy, pour j =1,...,s.
Alors ’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de L est

dense dans L*(R™).

Avant de donner les preuves de ces théorémes on rappelle le principe de

Phragmén-Lindelof.

Théoréme 2.1.5. Principe de Phragmén-Lindeléf
Soit g une fonction a valeurs complexes z, définie et holomorphe a lintérieur

du secteur angulaire o délimité par lintersection de deux arcs différentiables de
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Jordan 7y, et o et faisant un angle d’ouverture inférieur a % a lorigine. On

suppose que
1) g est holomorphe dans le voisinage de chacun des arcs demi-ouverts v, — {0}
et v2 — {0},

2) g est bornée sur chacun de ces arcs demi-ouverts,

3) |g(2)| = O(exp |z|P), lorsque z — +00, z reste a Uintérieur du secteur o. Alors

lg(2)] = O(1) lorsque z — +00, z reste a lintérieur du secteur o.

Preuve du théoréme (2.1.2) :
On suppose

A(6,0) CC\ Sy,

et on montre qu’il existe py > 0 tel que A(,py) soit un rayon de croissance
minimale pour L. On applique le lemme (2.1.2) avec N = 0, il existe p > 0 tel
que p > po d’ou

Ro(pe”,z, D)|| <

DN | —

On a alors
L) Bo(M(IL+ Ro(N) ™! =T pour A = pe, p > po.

Il en résulte que :

LO\) : D(Hy) — L2(R")

est surjectif. Or L()\) est d’indice nul. D’out L(A) est bijectif et
L) = BoA)(I+ Ro(N)) ™" pour A = pe, p > po.

Le lemme (2.1.2) entraine que A(6, py) est un rayon de croissance minimale pour
L.

Réciproquement, on suppose qu’il existe pg > 0 tel que A(6, py) soit un rayon de
croissance minimale pour L, on prouve alors que :

A(6,0) CC\ S;.
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De la définition du rayon de croissance minimale A(6, py), il existe C' > 0 telle

que :
: C
i0\—1
| L(pe") " Iz, p(ag) < ()
pour p > pg et tout s € [0, 1], alors
L) by < o ol

pour w € L%(R™), on pose u = L(pe®) 1w, alors on a
C o
ollogag) < 2l

Il résulte des hypothéses qu'il existe C' > 0 telle que :

PPl ClIL(pe™" |z,
IDulle < ClIL(pe™|i2, (2.5)

lz%ull: < Cf[L(pe™ 12,

IN

pour tout u € S(R™), p > po, |a| < ¢, |3] < m ou

a= (o, ,an), B=0n ", 0),

et 2 = (:Uf ... 2P). On va utiliser la méthode classique d’addition de variables.

On établit des inégalités pour Vopérateur L(e® D, x, D,) dans R x R" ot
Xr = (xla"' 7xn) € Rna

D, =Dy, ,D,,) €R"
On désigne par S,,(R x R") I'espace des fonctions v tel que :
v (tx) ot o),

tel que :

v e SR xR et supp(d) C|po, +oo[xR",
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ou v désigne la transformation de Fourier partielle par rapport a ¢. En utilisant

(2.5), il résulte que pour tout v € S, (R x R™) on a

HD?UHLQ(RXR") < CHL(ewDu%Dx)UHB(Ran),
DSV 2@mxrny < C||L(e” Dy, z, Dy)v||2@mxrny, pour |af < £, (2.6)

Hxﬁva(Ran) < C||L(e®Dy,, D,)v||2®xrny, pour |B] < m.
Soit (j1, ..., Jn) une permutation de {1,...,n} et soit
0= {([Bl, ,.Tn) eR": T > 0, ey L, > 0; Tjpr < 0, vy L, < O}

On se donne alors

p € C(0), peSR)

tel que
b € Cpo, 40 et / ()t = 1.
R

On pose §; =1+ %, 1 < j < n. Pour tout € €]0, 1] on définit

uc(x,t) = €’ expi  &lz;° 5—1
(o t) = expi | y 2+ tplal™ | plex)i(et).
=1

n+1

our =m-+ 5

Or on peut facilement obtenir les relations suivantes :

IDfucllE> = p* |z uellf> + O(1), € =0, (2.7)
IDFullts = 1227 el + O(1), € =0, (2.8)

|P(e” Dy, , Dy)uel|t> = / |P (pei9|x\5_1,x,xi_lf) I?lue(t, z)Pdtdz+O(1) e — 0,
(2.9)
ou ‘Ii_l - (x?717 () xfz_l) et xi_lf - (xfilgly . 1'5_1571).

Alors (2.7), (2.6) et (2.9) donnent
Pt P e(y)Pdy < C | [Py g,y )P (y) )Py,
R» R
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pour tout ¢ € C°(O). D’ou

pHaP™ < O\L(|2] 7 pe, 2.2 )P, Vp > po, (2.10)

oux €O, e R

On pose = ro ou r réel, r > 0 et 0 € S". Par homogénéité de (2.10), il résulte
pt < C'|L(pe, 0, &) pour p> po,0 € (S"NO) et £ € R, (2.11)

En utilisant (2.8) et (2.6), pour |a| = ¢, on obtient

pt < C'|L(pe™, 0, &) pour p> po,0 € (S"NO) et £ € R, (2.12)
De (2.6), on a
1 < C'|L(pe, 0,€)?, pour p > py, 0 € (S"NO) et £ € R,

d’on
(14 p*+1EP)2 < C"L(pe®, 0,€)

et par quasi-homogénéité

(Jz>™ + p* + |€]*)? < C"L(pe®, 7,¢), (2.13)

pour p > pg, € O et £ € R". On en déduit que

A(6,0) C C\ Sy.

Preuve du théoréme 2.1.3 :

On suppose que la conclusion n’est pas vérifice. L(\) étant d’indice nul pour tout

AEC, A= L)
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est analytique dans le secteur 6, < Arg(\) < 6, a valeurs dans £(L*(R™), D(Hy)).
Or I'hypothése du théoréme (2.1.3) et le théoréme (2.1.2) entrainent

]|L(/\)*1||L2(Rn),L2(Rn) =0(—) et ||L()\)*1||L2(Rn)7D(HO) = O(1). (2.14)
sous la condition

I\ — 400, A€ (A61,0)UA(6y,0)).

On pose p = W. Il résulte de la proposition (1.2.5) et du principe du maxi-

mum que pour tout € > 0, il existe C, > 0 tel que :
HL()\)AHL?(R"),D(HO) < C.eMT ) pour 6, < arg(A) < 6.
Le principe de Phragmén-Lindel6f implique alors (2.14) dans tout le secteur :
0 < arg()\) < 0,,
et en particulier pour arg(A) = 6. Or le théoréme (2.1.2) dit que
A(0,0) Cc C\ Sp,

ce qui est contradictoire avec 'hypothése du théoréme (2.1.3). O

Preuve du théoréme (2.1.4) : D’aprés le théoréme (2.1.2) il existe pg > 0
tel que :

L) M aepiy = OQ), Al = +00, A € Ui A0, o).

2n(m + ()

. O
ml

On applique alors le proposition (1.2.5) avec p =

2.2 Application

On commence par mettre en évidence quelques difficultés dans ’application
du principe de Phragmén-Lindelof, et puis on établit quelques résultats qui per-
mettent de surmonter ces difficultés. On étudie ensuite quelques exemples de

familles quadratiques d’opérateurs homogeénes dans le cas n = 1.

45



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

Chapitre 2. Calculs des coefficients pour la dimension impaire

2.2.1 Difficultés

On présente un exemple ot 'application du principe de Phragmén-Lindelof
ne permet pas de montrer I'existence de valeurs propres en utilisant la technique

de rayons de croissance minimale.

Exemple 2.2.1. On considere 'opérateur suivant :

du
Au = R
D(A) = {u € H'(]0,1]), u(0) = 0}
On a

qui est un opérateur de Volterra qui est compact et n’a pas de valeurs propres (tout
Volterra opérateur est un opérateur quasi-nilpotent de spectre {0}). De plus, si

u € D(A), l'image numérique de A est
R(Au,u) = @,

d’ou "image numérique de A est le demi-plan d’axe réel positif. Par suite les

rayons de croissance minimale se trouvent dans le demi-plan d’axe réel négatif.

Pour s €]0, 1], on définit

1
A= — [ N(A—=N)d\,
2T Jp
ou I' est un contour qui commence a l'infini et qui passe par tout le long du rayon
de croissance minimale et puis par un cercle dans le sens des aigquilles d’une

montre et retourne a l'infini au long du rayon. Pour tout u € D(A®) on a :

|Arg(A%u, u)| < %

> est d’ordre ni De plus la condition

La suite des valeurs propres de (A% A®)
d’ouverture est inférieur de sm qui est trop petit, d’otu le principe de Phragmén-

Lindeldf ne s’applique pas.

46



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

2.2. Application

Remarque 2.2.1. L’exemple précédent met en évidence la difficulté de montrer
[’existence de valeurs propres en utilisant la téchnique des rayons de croissance

minimale.

La condition d’ouverture du théoréme (2.1.4) est beaucoup plus difficile a

réaliser pour le cas n > 1.

Remarque 2.2.2. Pour la famille suivante d’opérateurs :
L\) = —=A+ (P(x) — M)z € R"™ (2.15)

St P est un polynéme homogéne de degré M, on a la condition suivante d’ouver-

ture :
M
n(M+1)’

alors pour n grand on a besoin de l’estimation de la résolvente pour des rayons

0 <

plus proches, ce qui n’est pas évident a réaliser.

2.2.2 Quelques résultats

Pour surmonter les difficultés, on établit les résultats suivants, qui permettent

dans certain cas d’appliquer le principe de Phragmén-Lindelof.

On commence par donner la définition suivante.

Définition 2.2.1. Pour 0 € [0,27], po > 0, on dit que A(0, po) est un rayon de
croissance polynomiale pour la famille d’opérateurs L(X) s’il existe une constante

C >0 et un entier N > 0 tels que :
1L (pe)|| < Cp™,
pour tout p > pg.

La proposition suivante permet d’appliquer le théoréme de Pham-Robert pour
la famille L(\) donné par (2.15) lorsque 1 < p < 2.

On a le résultat direct suivant.
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Proposition 2.2.1. Si
Lp(\) = —A+ (P(z) — \)?, xR,

ou P est un polynéme homogéne de degré M > 2. Alors la direction réelle positive

est un rayon de croissance polynomiale pour la famille L(\).

On a besoin du résultat suivant.
Lemme 2.2.1. Siu € L*(R") et L(\)u =0, alors u € S(R™).

Preuve :
On consideére Popérateur L(\) = —A + (P(z) — A\)?, ou P(z) est un polyndome

homogeéne de degré M. On écrit L(A) sous la forme
L(\) =Hy+ K,

oit Hy = —A+ P(z)” et K = \>42AP(z). Le symbole, L(\, z, &), de L(\) est de

classe S$¢ avec

m(z,€) = (€2 + ]z + 1)z,
$(x,8) = p(x,€) = (I +|aM + 1),

En utilisant la définition B.1.3 et le théoréme de composition B.1.1, on déduit

que (L(X) + 1)1 est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal

&+ P(x)*+ 1)L

m
2

le domaine de (Hy + 1)z, désigné par B,,, est donné par
B, = {u e L2R"), ue lXRY), |a| <k, |zf™ue L2(R”)},
car le degré de Hj est plus grand que le degré de K donc

(L(A) +1)~" € L(Bm, Biya), (2.16)
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et de plus on a

() Bn = SR™). (2.17)

m>1

On prend f € S(R™) et on écrit

1.e.

(L) +Du=u+f

donc

uw= (L) +1)" (u+ f).

Onawue L*(R") = Byet f € By (car f € S(R")). Donc u+ f € By. En utilisant
(2.16) on a u € B,. Maintenant en partant de u+ f € By on a alors u € By (pour
les mémes raisons que précédemment). Par récurrence il résulte que u € B,,, Ym.
Par conséquent u € S(R"). O
Preuve de la proposition 2.2.1 :

On commence par prouver que L(\) est inversible pour A appartenant a l'axe
réel positif. Pour montrer que L est injectif, on suppose que L(A\)u = 0, pour

u € L2(R™). On utilise le lemme 2.2.1 on peut supposer que v € S(R"), on a alors

0 = (L(Nu,u)
(2.18)
- / V() d(z) + / (P(z) = A fu(x)d(x)

la premiére intégrale est obtenue avec une intégration par partie du Laplacien.

Les intégrales sont positives donc on a

/ \Vu(x)|?de = 0,

[ (@) = NPfut)Pds = o
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la premiére égalité donne

[Vu(z)] = 0,

d’ott u est constante. De plus u € S(R"), et dans cet espace des fonctions a

décroissance rapide, le zéro est la seule fonction constante, donc u = 0.

On a
L(\)Hy ' =1+ compact,

Hy'L()\) = I+ compact,

d’ott L(A) est & indice avec Ind(L()\)) = Ind(H;') = 0. Il résulte que L(\) est
surjectif, donc il est inversible.
Pour la majoration de L~1()\) sur I'axe réel positif, on suppose que u € S(R").

On fait le changement de variables suivant pour calculer l'intégrale en (2.18)
y=\vg u(z) = v(y),

on a alors

(LVuu) = AT [ [10,0(y)|*dy

[ (P) = 1Po(w) P

parce que \ appartient a Paxe réel positif alors pour tout A > 1, il existe N > 0,

Ch1 > 0 tels que :

(LOVu,u) > CAY </ How@)II* + (P(y) — 1)*o(y) ] dy),

n

I'intégrale a droite est positive, et on pose
Q= —A+(P(r)~ 1"

on a

@)= [ WostlPay+ | (Pl =171t P

n
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il existe alors Cy > 0 tel que :

. > 2
irég(@v,v) > Col|v||i>

> Co|ullt A%,

d’ou on a

(L\u,u)y > Cy Cy AN+ |2,
d’autre part en utilisant 'inégalité Cauchy-Schwarz on a
(LNu,u) < [LA)ul] w2,

on pose

~ n
N = N+ —
+ 27

C = (C1Cy)7 Y
les inégalités (2.19) et (2.20) donnent
A Mulle: < CILAull, Vu € S(R™),
on prend w = L(A)u i.e u = L™ (\)w on obtient
ILT Nwll < CAY|wl], Vw € LA(R™),

ce qui achéve la démonstration.

(2.19)

(2.20)

2.2.3 Exemple d’une famille d’opérateurs homogénes

Dans l'exemple suivant on étudie une famille d’opérateurs homogénes qui

admet un systéme de vecteurs propres généralisés total dans L*(R).

Exemple 2.2.2. On considére la famille suivante d’opérateurs :

Lp(A) = D2 + (P(x) — \)?, x € R,
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ou P est un polynome elliptique tel que :
P(z) = apz™ +apr o™+ b aw+ag, ay >0,M > 2,

le symbole de L a la forme suivante :

&+ (P(z) = ),
il s’annule pour les valeurs de \ suivantes :

A= P(x) £ile],
d’ot

Sp={XeC: R\ > 0}.

Donc les rayons de croissance minimale se trouvent dans le demi-plan

{AeC:R(\) <0}.

on a
_1
Hy? eS8,
M’
_1
en utilisant lemme B.5.1, on a H,* € C, avec p = % +€,¢>0.

D’apres le principe de Phragmén-Lindelof

o< M
(M +1)’
alors on utilise cette condition pour appliquer le théoreme de Pham-Robert.

Pour prouver I'existence de valeurs propres pour cette famille d’opérateurs on

donne le résultat suivant.
Proposition 2.2.2. Pour la famille d’opérateurs
Lp(\) = —A + (P(x) = \)?, z€R,

ou P est un polynéme homogene d’ordre M > 2, le systeme de vecteurs propres

généralisés de Lp(\) est total dans L*(R).
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Im A\

ouverture > g

/ )/ Re A

rayons de croissance minimale

F1G. 2.1 — zone de rayons de croissance minimale.

La preuve de cette proposition est un résultat de la proposition 2.2.1 et du

théoréeme de Pham-Robert carona 1 < p <2 pour M > 2 ou p = % + €.

Remarque 2.2.3. Dans cet exemple de dimensionn = 1, la difficulté de petitesse
de la condition d’ouverture est surmonté en prouvant que la demi-droite R, est
un rayon de croissance polynomiale pour la famille Lp(\) (voir fig.2.1). Pour le
cas de dimensions n > 2 on ne peut toujours pas profiter de ce résultat car la

condition d’angle est trop restrictive.
L’exemple suivant explique la raison pour laquelle on a supposé que M > 2.

Exemple 2.2.3. On considére la famille suivante d’opérateurs :
2

L) =~ 4 (z = A,

ou Hy = —%—i—xQ, Hy = —2x. On a L(\) est une famille quadratique d’opérateurs

non-bornés dans L*(R) de domaine

d*u

D(L()\)) = {u € L*(R), 2*u € L*(R), e

e L2(R)}.
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Cette famille n’admet pas des solutions non-nulles. Pour la preuve on rappelle

le théoréme de Fredholm holomorphe.

Théoréme 2.2.1. (Théoréme de Fredholm holomorphe)

Soit Q0 un ouvert connexe non vide de C et
F:Q— L(H)

une fonction holomorphe dans Q a valeur dans L(H). On suppose que F(z) est
compacte pour tout z € ). On a alors 'alternative suivante :

(a) I — F(z) est non inversible pour tout z € €.

(b) (I — F(2))7! existe pour tout z € Q\ S ou S est une partie discrete de €, i.e.
une partie qui n’admet aucun point adhérant dans Q. Dans ce cas (I — F(z))™!
est méromorphe dans ), holomorphe dans Q\ S, le résidu dans les poles sont des

opérateurs de rang fini, et si z € S alors F(z)y = 1 admet une solution non

nulle dans H.

On considére la famille suivante d’opérateurs :
2

L(\) = —% + (x — N2

cette famille d’opérateurs n’admet pas des valeurs propres.

On prouve par I’absurde. On suppose qu’il existe une valeur propre \q telle que

L(/\())UO =0.
On a
A =719+ 1Sy, To,S0 € R.
Donc
d*u .
- dgg20 + (z — 19 +i50)%up = 0.

Soit r € R, on fait le changement de variable suivant :

y=x—r1r, v(y) =uey+r—ro),
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S0 Ao

To

F1G. 2.2 — La valeurs propres A

d’ou
d*v ,
—WQO + (y — (ro — r +1is0))*vy = 0,

i.e. L(rg —r+1is9)vg = 0. Alors on a trouvé que si Ag est une valeur propre alors

Ao — 7 est aussi une valeur propre pour tout r € R (c.f. fig.2.2). On a :
L(A) = L(0) (1 = L7H(0) (L(0) — L(N))) -

On applique le théoréme de Fredholm holomorphe avec F'(A) de sort que :

on a L71(0) est compacte, donc F'(\) est compacte pour tout A, de plus il est
holomorphe, on a prouvé ce que si \g est une valeur propre alors L(\) n’est pas
inversible sur tout un demi droit, d’ot1 on obtient une contradiction avec le théo-

réeme de Fredholm holomorphe. O
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Existence de valeurs propres
non-linéaires par la méthode des

traces

Sommaire
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Ce chapitre présente la méthode de Chanillo-Helffer-Laptev [8] et un rappel du
théoréme de Lidskii. Ce théoréme donne une relation entre la trace et le spectre

d’un opérateur T' de classe trace :

TT(T) = Z )‘j (T) ’

Aj(T)eo(T)

ou \;(T'), o(T") désignent les valeurs propres de T et le spectre de T
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Chapitre 3. Fxistence de valeurs propres non-linéaires par la méthode des traces

Ce résultat est bien connu si 7" est de rang fini. Il est non trivial pour un
opérateur de classe trace quelconque.

Chanillo, Helffer et Laptev ont utilisé le théoréme de Lidskii avec des inégalités
des traces pour prouver ’existence de solutions non nulles pour des problémes de
valeurs propres non-linéaires.

Ensuite on donne des exemples de familles d’opérateurs homogénes dans les

casn =1,2.
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3.1. Théoréme de Lidskii

3.1 Théoréme de Lidskii

Soit T" un opérateur compact sur ‘H, ot H est un espace de Hilbert séparable.
Si 7(T') # 0 (rayon spectral) on ordonne les valeurs propres non nulles de 7" en
une suite décroissante en module |\ (T')| > |Xo(T)| > ... > |A.(T)] > ..., chaque
valeur propre étant répétée suivant sa multiplicité algébrique.

Pour prouver l'existence de valeurs propres non nulles nous utilisons le théo-

réme suivant (pour la preuve voir A.1).

Théoréme 3.1.1. Théoréme de Lidskii (1958)
Pour tout T € C'(H) on a Tr(T) =30 N(T).

On en déduit directement le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1. S’il existe k > 1 tel que Tr(T*) # 0, alors o(T) # {0}.

3.2 Mise en ceuvre de la méthode des traces

La méthode des traces est 1'une des méthodes utilisées pour prouver 'existence
de valeurs propres pour des familles polynomiales d’opérateurs. Cette méthode
consiste a étudier la trace de familles d’opérateurs et a utiliser le théoréme de Lid-
skii pour prouver l'existence des valeurs propres non nulles. En effet le théoréme
de Lidskii donne la relation entre la trace et le spectre d’un opérateur car d’apreés
ce théoréme la trace d’un opérateur est la somme des valeurs propres de cette
opérateur, donc si on arrive & prouver que la trace d’une famille d’opérateurs est
non nulle, alors on arrive & prouver que le spectre de cette famille d’opérateurs

contient des valeurs propres non nulles.

On considére la famille suivante d’opérateurs quadratiques :

L(\) = Ho + M\H; + N2, (3.1)
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ou Hy, Hy; sont des opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert H, qui
vérifient les hypothéses (1), (2), (3), (4) du chapitre 1 et les hypothéses (QH),
(E), (C) du chapitre 7?.

L’opérateur matriciel de linéarisation associé a L(\) est le suivant :

0 1
-Hy —H,;

Ap =

La méthode de Chanillo-Helffer-Laptev est basée sur de calculs des traces de
certains opérateurs matriciels de linéarisation (c.f. [§]).
On calcule la trace de (Az + 7)7%, pour 7 > 0. On rappelle que, d’aprés (1.19),
(A + 7)1 est de la forme
—L(r)y"YHy+T1 —L(m)7 !
(Ap+7)" = (r)" ¥ 7) ") . (3.2)
—L(r)" Y (=L(7) +7(Hy + 7)) —7L(7)7!
On rappelle les résultats du chapitre 1 sur la coincidence des spectres de la famille
d’opérateurs L(A) et la famille matricielle de linéarisation A;, associée a cette
famille.

Pour calculer la trace d'un opérateur matriciel on donne le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Soit D un opérateur matriciel défini dans H X H de classe trace

tel que :
D1y Dip
Dy Doy

D —

Alors Tr(D) =Tr (Dy1) + Tr (Das).

Preuve :

Soit {e;},~, la base orthonormée de H, alors la base orthonormée de H x H est

{egj ) } telle que :
i>1,j=1,2
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la trace de D est

Tr(D) = Zizl,j:1,2<D€§j)>6§j)>

, 1 26 2
= Zi21< aez(‘ )> +Zi21< 765 )>

Dy e D2,26i

= Zi21<D1,1€i7 e;) + Zi21<D2,26i7 ei)

= Tr(Dy1)+Tr(Dsya).
O
Pour calculer la paramétrix de (Az + 7)* on aura besoin de beaucoup de calculs
pour k > 2. Dans le lemme suivant on donne la relation entre certaines puissances

de Dopérateur matriciel (Ay + 7)~! et certaines dérivées de cet opérateur.

Lemme 3.2.2. Pourk>1 on a

1
k! drk

(Ap + 1)~ = (AL +7)71].

Preuve :

On fait un raisonnement par récurrence. Pour k =1 on a :

L= = (A T g o
dr
= (AL—T)72
ou
d(.AL —7‘) o 1
dr 7

alors la relation est vérifiée pour k = 1.

On suppose que la relation est vraie pour k = j et on prouve qu’elle est vraie
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pour k =37+ 1. On a

dj+1 B d 4’ B
- = o {@(AL —7) 1}
= % [j1(AL — T)‘(j“)}
L, d -1 =
= j.E[(AL—T) }(.AL—T)

A = 1) [(An =) (Ag =)0

4
-

+"'+j!(AL—T)_Jd [(.AL—T)_I]

on a j + 1 fois la somme du méme terme donc

dit!

W(AL -7 = DAL — 7))

O
Le théoréme suivant donne une condition suffisante d’existence de solutions non

nulles pour la famille d’opérateurs L(A) en utilisant la méthode des traces.

Théoréme 3.2.1. Soit L(\) la famille d’opérateurs définie dans (3.1) tel que :

dk—l L
drk—1 [L(T)_ L (7)]
soit de classe trace ou L' = dz(:). Sl existe k > 1 tel que :
dk_l 177/
rr (s U0 @) ) #0 3.3)

alors il existe \g € C, ug € D(Hy), ug # 0 tels que L(Ag)ug = 0.

Preuve :

En utilisant le lemme 3.2.2 on a

Tr(A—7)" =Ty (r ! o % [(A- 7)1]) .
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-l k-1
k-1 % [—L(r)"'(H1 +7)] dd7k1 —L(r)™"]
% (A=7)") =
dk_l dk—l
e L L@ 1 4 7)) oo [-TL)

D’aprés le lemme 3.2.1, la trace d’un opérateur matriciel est la somme des traces

des termes de la diagonale donc

(k—=D)Tr(A—7)"% = Tr (% [—L(7)""(Hi + T)}) +Tr (% [—TL(T)l})

— Ty ( d‘i_ll [—L(r)"\(H, +27)])

= 1 (22 [ ).

D’aprés 'hypothése (3.3) du théoréme il existe alors k& > 1 tel que :

Tr(Ap —7)7F #0

En utilisant donc le corollaire 3.1.1, on a pour le spectre, o((Ap — 7)7!) # {0},

on obtient le résultat du fait que les spectres de L()\) et Aj, coincident. O

3.2.1 Critéres de Chanillo-Helffer-Laptev

Les critéres de Chanillo-Helffer-Laptev sont des conséquences directes du théo-
réme de Lidskii. Ces critéres sont appliqués pour les familles d’opérateurs Lp(\)

suivantes :

L) = —-A+ (P(x) — )\ €R", (3.4)

oul P est un polynéme homogéne de degré m avec m > 1 et n < 3.
Nous donnons maintenant ces critéres (avec des formes différents de celles de
Chanillo-Helffer-Laptev) pour montrer I'existence de solutions non nulles pour la

famille d’opérateurs L(\).
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On commence par donner le critére de rang 2 pour la famille quadratique dans
(3.4), qui s’écrit sous la forme (3.1) avec

Hy = —A+ P(x)?%

H, = 2P(x).
Si on pose V = (P(x) — 7)?, et alors L(1)™! = (<A + V)™, on a le résultat

suivant.

Proposition 3.2.1. (Critére de Rang 2)
Pour la famille d’opérateurs (3.4), si (—A+V )"V est de classe Hilbert Schmidt

et (—A+ V)71 est positif et de classe trace et si la condition
Tr((=A+ V)™ =2Tr (A +V)"'V(=A+V)™!) >0, (3.5)
est satisfaite, alors L(\) a au moins une valeur propre non nulle.

Preuve :
On commence par montrer que la condition (3.5) est équivalente a la condition
(3.3) du théoréme 3.2.1 avec k = 2.

On vérifie alors la condition suivante :

d

Tr (E [—L(’T)lL/(’T)]) #0, (3.6)

on a

% (L)' (7)) = (L)' L (7))” = 2L(r) 7,

de I'hypotheése de proposition on a L(7) "' L'(7) est de classe Hilbert-Schmidt alors

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Tr (L) D0) = (L) T, (L) ) ) g s
< L DOl sl ) s
= Tr (L) L)L) L (7))

= Tr (L) (H ()L™,
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pour la famille quadratique (3.4) on a

(L'()? = 4P(x)+7)%

ot V = (P+7)% Alors on a

Tr <% [L(’]‘)lL/(’T)]) > 2Tr(L(7)™ ") — ATr(L(7) " (P(x) + 7)*L(7)™ 1),

la condition (3.6) est équivalente a la condition suivante :
Tr((—A+ V)™ =2Tr((-A+ V) ' (P(x) + 7)*(=A+V)™1) > 0.

D’ou la condition (3.6) est vérifice, donc grace au théoréme (3.2.1) la démonstra-
tion est achevée. O

On énonce le critére de rang 3.

Proposition 3.2.2. (Critére de Rang 3)
Pour la famille d’opérateurs dans (3.4). Si (L7Y(7))2, (L™ L')® sont de classe

trace et si la condition

—Tr ((% [L—l(T)]) L'(T)L—l(T)L’(T)) +3Tr (% [L—l(T)]) £0, (3.7

est satisfaite, alors L(\) a au moins une valeur propre non nulle.

Preuve :

En admettant I’hypothése de cette proposition on a

Tr <dd—; [—L(T)lL’(T)}) #0,

car
d2

v (W [_L(T)_IL'(T”) = =207 ((L(r)""L'())*) +6Tr (L(r) " L'(7) L(7) ") ,
T

en appliquant alors le théoréme (3.2.1) avec k = 3 on a le résultat. O

Pour le critére de rang 4, on va utiliser le théoréme (3.2.1) pour k = 4.
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Proposition 3.2.3. (Critére de Rang 4)

Pour la famille d’opérateurs dans (3.4). On suppose que
(LML), L),
sont de classe Hilbert-Schmaidt. St
Tr (8 (L) (P + ) =8 (LY r)(P+7) L7 (r) + (L*l(T)f) £0. (3.8)

est satisfaite, alors L(\) a au moins une valeur propre non nulle.

3.2.2 L’exemple de Pham The Lai-Robert

Appliquons la méthode précédante a I'exemple :
L) =D} + (t" = )\)? teR,m>2.

Pour prouver l'existence de solutions, Pham et Robert [25], ont trouvé les rayons
de croissance minimale et les secteurs de plan complexe dans lesquelles se trouvent
les valeurs propres et ont prouvé que le systéme des vecteurs propres généralisés
de Ly(t) est total dans L*(R) pour m pair. Chanillo-Helffer-Laptev [8], ont étudié
cet exemple et ont prouvé (pour tout m > 2) le théoréme suivant en utilisant la

méthode des traces :
Théoréme 3.2.2. Sim > 1, le probleme :
(D 4 (t" = A)*)f =0,
a une solution (X, f) avec A € C et f € C(R"), f # 0.

La preuve consiste a faire une déformation isospectrale.

On définit 'opérateur :
A, = (A +~P*) A = A, B=A3PA7 > 0.

ou A et P sont des opérateurs autoadjoints tels que A soit positif et P soit

homogéne de degré m. Sous ces conditions on a le lemme suivant.
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Lemme 3.2.3. A, est isospectral a V*ﬁAl,
Il en résulte que 'on a
Tr(AL) = 4 wr Tr(AY).

ol Aﬂf et A; sont de classe trace.
Preuve du théoréme 3.2.2 :
On pose
Hy = (D? +*™), H, = —2t™.

On applique le critére de rang 2, avec A = 0 et V = ™ et au lieu de —A on a
D?, sur :
0 1
D =
—Hy —H;

Pour appliquer le corollaire (3.2.1), on utilise le lemme B.5.1 on a que H; 'H,
est de classe Hilbert Schmidt et Hy' est de classe trace pour m > 1. H, ' est
autoadjoint positif et donc Tr(Hy ') >0 .

On utilise le changement de variable u = 72(m—1+1>t, on trouve qu’il existe un

opérateur unitaire U € L(L*(R") x L2(R")) tel que :
U(D} + ™) U* = w1 (D + 7).
Alors du lemme 3.2.3 on a
(D} +7t*™)
qui est isospectral a
7 (D] + ),
D’ou
Tr(D} +~8") " = ym1 Tr(D} 4 £°7) 7

On dérive par rapport a v et on prend v =1, on a

1
o 1Tr((D§ + 2™ = Tr((DE + ™) 14*™(D? + ™) 7). (3.9)
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alors la condition (3.5)
Tr (D} +t2m)~Y) = 2Tr (D} +2™)'V(D7 +12™)71) > 0,
devient
(1= )T (D2 +7)7) >
qui est satisfaite lorsque m > 1. O
On note que la condition m pair n’est plus nécessaire pour appliquer le théo-

réme (3.2.2) (comme le résultat de Pham-Robert), par cette méthode il suffit de

supposer que m > 1.

3.2.3 Exemple dans R?
On considére 'exemple suivant :
Lp() = —A + (P(2,9) = V2, (,y) € B2 (3.10)

ou P(z,y) = ' +y*. On applique le critére de rang 3, (3.7), avec 7 = 0. On a P

qui est homogéne d’ordre 4, alors

(~A+ P> 'Piecs

= olw

1
1

[(—A+P) P e s

PN

en utilisant le lemme B.5.1 on a

(—A+ P?)7'P3,
est de classe Hilbert-Schmidt et

[(-A+ P?)7'P]°,

est de classe trace. Pour appliquer le critére de rang 3 on prouve le lemme suivant

en rappelant que

A, = (A +yPH

et
A

(—A + P
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Lemme 3.2.4. On suppose que n = 2, m > 4, P est un polynéme homogéne

elliptique. Alors :

Tr ((AP)%) < (2 (m il 2) - 3) Tr(PA%) < 0 (3.11)

m+1

Preuve :
Les conditions n = 2, m > 4 garantissent que les opérateurs sont de classe trace.

On prouve que

Tr ((AP)®) < 2 (%) Tr(PA). (3.12)

On fait le changement de variable u = ”y%%ﬁx on a

(A, P)?,

isospectral a

alors on a
Tr (A, P)*) = 4 () Tr(PA),
on dérive par rapport a v et on pose vy =1 on a :

Tr (AP P?A) = 2 (%) Tr (AP)®), (3.13)

Car P > 0, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
Tr((AP)®) = Tr ((AP%)(P%APAP))
< (TT(AP% P%A))E (TT(P%APAP PAPAP%))E
— (Tr(PA2)? (Tr((PAPP2A))?

on utilise (3.13), on obtient

=

m+ 2

Tr (AP)?) < (Tr(PA?%)* (2 (7) Tr ((AP)3)) ,

m—+1

On multiplie par :

I

(Tr(AP)%)?
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et on prend le carré¢ de I'inégalité on trouve (3.12) et on a alors (3.11), qui est
satisfaite lorsque m > 4. O
P étant homogeéne, on a la condition (3.11) qui est équivalente a la condition de
critére de rang 3, (3.7), alors on a prouvé que le probléme en (3.10) a au moins
une valeur propre non nulle.

On obtient ainsi le résultat suivant de [8].

Théoréme 3.2.3. Sin =2, m >4 et si P est un polyndéme homogéne elliptique
et positif de degré m, alors il existe au moins une valeur propre non nulle Ao pour

la famille d’opérateurs :
Lp(\) = —A+ (P(z) — M) X e C,

avec uy # 0 et ug € S(R?) tels que Lp(Ng)ug = 0.
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Famille quadratique d’opérateurs

pseudo-différentiels

Sommaire
4.1 Hypothéses sur des classes de symboles . . . ... .. 73
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1 D 79
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Dans ce chapitre nous explicitons des hypothéses sur la classe de symboles
des familles d’opérateurs quadratiques, ces hypothéses permettent d’obtenir les
estimations d’erreurs dans les calculs de paramétrix des opérateurs.

On commence par étudier la famille quadratique Z()\), en étudiant les rayons de
croissance minimale de cette famille et en calculant la paramétrix de cette famille.
Ensuite nous étudions le systéme non-autoajoint matriciel obtenu par la linéari-

sation de la famille quadratique E(A), en calculant la paramétrix en donnant les
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estimations d’erreur.

Finallement, nous généralisons ici les résultats de Pham-Robert.
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4.1 Hypothéses sur des classes de symboles
On considére la famille quadratique d’opérateurs :
LX) = Hy+ MH, + X2, (4.1)

ou PAIO et 1 sont des opérateurs pseudodifférentiels avec des symboles Hy(z, £)

et Hy(x,&), respectivement, vérifient les hypothéses suivantes :
(HC) Ho(z,&), Hy(x,&) appartiennent a C*(R?*?), et Hy(z,&) > 0.
Il existe des fonctions poids ¢, ¢, m telles que :

(HP — 1) il existe des constantes C, C" telles que :
C'm(z,&) < Ho(x,8) < Cm(z,§).

(HP — 2) Pour tout (z,¢) € R?", il existe une constante C,5 telle que :
1020 Ho(w,€)| < Cogme™*lg V7.

(HP —3) Pour tout (z,&) € R*", il existe une constante C},; telle que :
10200 Hy(,€)| < ClygmeplolgVl.

Remarque 4.1.1. 57 Hy, H, dépendent d’un parametre €, on suppose que C,
', Cup, C';ﬁ ne dépendent pas du paramétre €. On peut dire dans ce cas que la
famille quadratique d’opérateurs L(X\) est uniformément hypoelliptique par rapport

au parametre e.

Maintenant on donne les hypothéses suivantes de coercivité sur les fonctions

poids (¢, p).
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(HCoer — 1) 1l existe Cy > 0, ¢y > 0 tels que :

Co(1 + [z +[€])* < (¢0)(x, ),

pour tout (x,&) € R*".

(HCoer — 2) Il existe C; >0, Cy >0, u >0, p/ > 0 tels que :

Ch(d)* < m < Colpp)*

pour tout (x,&) € R*™.

On commence par rappeler les définitions suivantes.

Définition 4.1.1. On dit que le symbole a(x,§) est polyhomogéne, si a(x,&) est

de la forme suiwvante :

a(w,£) =Y an-—e(,€),

eN

avec apr—¢(x, &) est homogeéne de degré M — (.

Définition 4.1.2. On dit que le symbole a(x,§) est poly-quasi-homogéne, si

a(x,§) est de la forme suivante :

a(x,§&) = Z an—o(z,§),

LeN

avec apr—¢(x, &) est quasi-homogeéne de degré M — £.

Définition 4.1.3. On dit que le symbole a(x,&) est quasi-elliptique s’il est poly-

quasi-homogene dont le symbole principal ne s’annule pas en dehors de zéro, i.e. :

an(w,§) #0, pour (z,§) € R*"\ {0}.

Exemple 4.1.1. On considére la famille quadratique d’opérateurs E()\), de sym-

bole suivant :

L(/\v I‘,f) - 52 + (P(ZL‘) - )‘)27
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ou P un polynome positif et elliptique. Cette famille est un cas particulier avec
Hyo(z, &) = &+ P*(v),
En effet si P est un polynome de degré M, M > 2 tel que :

ou Pj(x) est de degré j, j =0,---, M. En remplagant X par A\ — 1 les hypothéses
précédentes sont satisfaites avec
m(z,€) = (€2 + |2l +1)2
0(2,6) = p(x,6) = (& + oM + 1)z
Remarque 4.1.2. De la méme maniére, si Hyo(x, &) est un symbole quasi-elliptique
positif et si Hy(x,§) est un symbole quasi-homogéne on se raméne au cadre pré-
cédent par un choiz convenable de fonctions ¢, p. On étudiera plus tard des

exemples de familles quasi-homogénes.
Remarque 4.1.3. Pour la famille polynomiale d’opérateurs :
L(N) = Hy+ MHy + -+ NV H g + AP, (4.2)

on fait les méme hypothéses précédentes pour ['opérateur ﬁo.
Pour ﬁl, e ,ﬁk_l, au lieuw de (HP — 3), on fait ’hypothése suivante :

(HP — 3') Pour tout (x,£) € R*, il existe une constante Clp telle que :

tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

0502 H, (2, )| < Chg (m(,€)) % 719 (2, )07 (2, €),

pour j=1,--+ k—1.

4.2 Rayons de croissance minimale

On étudie maintenant les rayons de croissance polynomiale pour E_l()\). On

pose A = re?. On a alors
L(?"eiG, xz, f) = HO(:B> f) + TeieHl(x> f) + r262i9

= Ho(z,&) +rcos(0)Hy(z,€) + r?cos(20) + i(rsin(0) Hy(x, &) + r? sin(26)

)
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On note que 7H; > 0. On obtient donc pour |0 < 7§

|L(re 2, &) > HE + 12,
On en déduit alors que toute direction € telle que

07| < (4.3)

7T
4
est une direction de croissance minimale (c.f. fig.4.1) au sens ou

C

E}\ 2H2<7,
IZWlhe-s < 5757

pour A = re'? et 0 vérifie (4.3).
On donne le résultat suivant qui est une généralisation de la proposition 2.2.1

pour la famille suivante d’opérateurs :
Lp(A) = (=A) + (P(x) = N)*, z €R", (4.4)
ol P est un polynome quasi homogéne d’ordre M et de type (ki,- -, ky).

Proposition 4.2.1. Si Lp(\) est la famille dans (4.4). Alors la direction réelle

positive est un rayon de croissance polynomiale pour cette famille.

La preuve de la proposition 4.2.1 est analogue a celle de la proposition 2.2.1.

Exemple 4.2.1. Soit Lp(\) la famille d’opérateurs suivante :

Lp(A) = (=0sy)° + (J2* + [y]* = A)?, 2 e R* yeR. (4.5)
On a
Ho(z,y,&m) = 1E[°4 0+ (J=* + [y]*)?,
Hi(z,y,&n) = —=2(|z* + |y|?),
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ou (&,m) € R* x R, Hy et Hy sont d’ordre 2 et 1 respectivement et de type
(%, %, %, %) Pour les rayons de croissance minimale de cette famille on utilise les

résultats du chapitre 77, I’ensemble Sy, est
Sp={ e C:R(\) >0},

car

[€1° + Il + (|2* + [y[* = \)* =0,

d’ot
A= |zf® + |y|* £ i/[€]° + [nlS.

Donc les rayons de croissance minimale de Ly se trouvent dans le demi-plan :
{AeC:R(\) <0}.

_1
On a Hy,*> € C, avec p > E, on a alors la condition d’ouverture suivante (c.f.

fig-4.2) : )
T
0 < -

D’apres la proposition 4.2.1, l'axe réel positif est un rayon de croissance poly-
nomiale, d’ou en utilisant le théoréeme de Pham-Robert, le systéme des vecteurs

propres généralisés de Lp(\) est total dans L*(R™).
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4.3 Calculs de paramétrix et estimations des termes
d’erreur

On considére la famille quadratique d’opérateurs dans (4.1). On associe & L(\)

la famille d’opérateurs matriciels .Zl\L tels que :

— 0 1
Ap = R . . (4.6)
—-Hy —H;
En effet, on peut faire une translation sur A et on se raméne donc au cas ot le
. ~1
symbole du H, est minoré par un réel positif, d’'ou H; est un opérateur forte-

ment admissible (dans le cadre semi-classique), il en résulte qu’on peut définir la

réalisation suivante de 'opérateur de la linéarisation :

~

0 He

Asp, = 1 b
_H: —H,

(4.7)

Pour étudier le spectre de la famille quadratique on a suivi deux maniéres, la pre-
miére est d’étudier directement les poles de \ — Z_l()\) dans le plan complexe,
et la deuxiéme est d’étudier le spectre usuel pour le systéme linéarisé 271 (ou
de méme .ZS\LA). Chacune des deux approches a son intérét et nous allons donc
construire des paramétrix pour chacun des opérateurs E()\) et ;l\L_l — A

Pour ces constructions on procéde habituellement en deux étapes. On a d’abord
une partie algébrique qui consiste a calculer les termes successifs d'un développe-
ment asymptotique formel puis une partie d’analyse consistant a démontrer que
la premiére étape fournit bien un développement asymptotique effectif au sens
de Poincaré, c’est a dire que 'on a des contrbles uniformes des termes de reste.
Autrement dit il s’agit d’estimer ’erreur commise lorsqu’on remplace la quantité
a estimer par son approximation.

On commence par détailler la construction de la paramétrix de E()\) et puis aprés

on fait la méme chose pour la paramétrix de (Ag; — A)~L.
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4.3.1 Famille quadratique d’opérateurs L())

Pour calculer la paramétrix et pour I'estimation d’erreur, on suit un schéma
analogue a celui de Dauge-Robert [9], en faisant les adaptations nécessaires. On

cherche donc des approximations KV (1) de E_l(’i’) telles que

ol [/(\](7') a pour h-symbole de Weyl f(;(T, r,8), 7 €A, (z,8) € R*™, A étant un
secteur du plan complexe, symétrique par rapport a ’axe réel négatif et d’ouver-

. . . ~ ~ ™
ture inférieure ou égale a 5 avec

1
Ko(T,fB,f) = ma
KQj(Tax>€) = —Ko(T,[B,f) Z F(@aﬂ)agaafL(Ta%6)6?6?[(21(77%&),
lel+181=2(-1)
0<1<j—1
K2j+1(7_7x7§) = Oa VJEN

(4.8)
On étudie maintenant les termes d’erreur. On rappelle d’abord la formule de

composition pour la h-quantification de Weyl ( c.f. Dauge-Robert [9], Bouzouina-

Robert [7]).

Définition 4.3.1. Soit f/l\, B deux opérateurs pseudodifferentiels avec des sym-

boles A, B, respectivement. On désigne par A#B le symbole complet de la com-
position C de A et B tel que C = A.B. Alors

N
(A#B)(x,£) = Y W Cj(x,&) + N Ry(A, B; a2, & h),
j=0

ou C;(xz,€) les termes de symbole C' de C et Ry est le reste.

Dans la proposition suivante on donne l’estimation du reste.
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Proposition 4.3.1. (Dauge-Robert)

Pour tout q, N, il existe v(q, N) > 0 tel que

a?afRN("éL Bv Z, fa h’)’ < 7(‘]7 N) Z Sk(Aa ml)sl(B7 ml)ml(x> f)mQ('x? f) (QSQO)?N(:K? 6)7
T
avec
T:{N§k§0N+M1+q, N§l§0N+M2+q}

o 6, My, My ne dépendent que des fonctions poids my, ma, ¢, ¢ et |a|+|[| < q,
0<h<1.

Maintenant, il résulte de la construction de Ky, K1, -+, Ky que l'on a

L(r)-Opy KV (1) = 1+ W*N20py (RO (),

ou

RN (1) = Ry yo(L(7), Ko (7)) + By (L(7), Ka(7)) + - - - + Ro(L(7), Kn (7))
En utilisant la relation de récurrence de Ky;(7, z,¢) dans (4.8) pour estimer

8?05[(23-(7, Z, f)

—

on déduit des estimations précises de R(Y)(7) et on finit par utiliser la relation

K®)(1) — L7 (r) = h*N*2L}().RW)(7)
pour mesurer Uerreur en fonction de i €]0,1] et 7 € A lorsqu’on remplace L™ (7)

par sa paramétrix KN (7). On commence par étudier

1
a 98 — Axab _
o3 0, Ko(r,2,8) 00, <L(T,x,§)) )
Lemme 4.3.1. Pour tout v = (a, 3) € N, on a

3 agaf(ﬁ) = ) > Clonap, B 6)

[(a,8)|=1 1<u<]y| 1t =p
plvel+ g v l=1v]

(a(ahﬁﬂL)Hl - (a(aj ﬁj)L)Hy’
Lpt1 ’

avec 1 < j<mnety=(,0),1<i<n.
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Preuve :

Pour |(a, #)] = || = 1 on a

2 % 5( <>) - aﬁ(Lé))”’ﬁ(Lé))

[(r,8)]=1

alors pour 71 = (au, B1), |aa| =1, By = 0 et 72 = (ag, B2), |aa| =0, |B2] =1 on a

1 (a( LA T, Hlazs ﬁz)L)HQ
o 56 _ E E E E
n=h=1 ulﬂ\lfilzl n=hi=1 M}L\zz\l 1

On suppose que la formule (4.26) est correcte pour |y| = k, on la prouve pour

|7] = k + 1. On pose

() - () e (1)

ou o] = |/|4+1, |B] = |F|+]1, donc soit || = |+ 5| = k, soit || = |a+ 5| = k,

d’ou on a
9298 1 0, 0,
0y m = Ocly + 0,15
avec

a(all’/@l)L M1, ., . a(aln@j)L Hj
IIZ E E C(Oéi?“'?a;7ﬁly"',ﬂj)( ) LMJrl( J ) 7
1<p<|v| R
BV I+t v =1

01 .. P50 [)Hi
I, = Z Z C(Oél,...7aj7gi7...,g;) it )

1<p<|| gty =p
BV g v =1
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en calculant les dérivées de I;, I, on obtient

ol = Y 3 Cla, -, B, ;)

R N L R e
u1hi\+~~+u]-h§ =17

(11 (048D LY=L (plerB) 1) (loaB2) L yka . .. (3(01;733')[/);@
Lit+1

(9L (9r®) Ly (B L) - (9 P L)k
+ L+l
(a(ag,ﬁl)L)m '(3(&2,52)@#2 o (3(&9ﬂj)L)url(a(ajﬂj>L)
L+l
(@B L)k . (§@585) L5 (90 Bo) L))

ut2

ot |ag| =1, |Bo] = 0. Pour 1 < k < j on pose

Se= DL > Clanag B 8)

1<p<]y'] sty =g
mylyvg g g =1

(8P Ly .y (90kBE) [y =1 (9lewBr) L) . .. (95 Bi) I )wi
L+l

on pose pp — 1=, pj41 =1, d’ott on a

I R N I N T R Ayt

on pose V41 = (@41, Bj41) avec a1 = oy, Bj41 = B donc on a

palvl e e Vel ] e e gl il = Y+

= |yl

et on pose

O/(O/lf" 7a;g7"' 7053'70@'—}—17517”' 76]) :,LLkO(O/l, 70497617”' 75])
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On obtient alors

Zk: Z Z Cl(alla'.'7Q;g7."7a;704j+17ﬁ17.'.7ﬂj)

1<p<|y| ) A
ma g e ng Iy g g g v 1=

(PO LY . (9 PR LY (9 ﬁj)L)w (9les+1B541) [ )i
Lptl :

Pour k = 7+ 1 on pose

S = — Z Z Clay, -, Br, -, B))

1<u<]y'| ,“1+”‘+”J':,“
u1\w1\+~~+u]-wj\:w/\

(4 1)(8@B) Lym ... (9(@585) )i (§l@0-Bo) )
[ 2 )

on pose pjr1 =1, ' =p+1, dotton a
i e g g =
Ol POSE Y41 = (%’H, ﬁjﬂ) avee a1 = Qp, 5j+1 = [, donc on a

palyil + g el = Y1
= |

et on pose
C,(O/lf" 7059'70@'—}—17517”' 76]) - (,LL+ ]-)C(O/h 705;'7617"' 7ﬁj)

on obtient alors

szrl = - Z Z O,(O/h' o aOé;'aajJrlaﬂlf o aﬂ])

1<p/<|y] ittt =p
m v 1ty \’Yé- [+rjr1lvjrrl=IvI

(@(a’lﬂl)L)m .. (a(agﬂj)L)w (@(aj+1ﬂj+1)L)Mj+1
LH’/Jrl Y

d’ou 8&[1 = 21 + e+ zj+1.

De méme en calcule 0,15, d’ou on obtient (4.26). O
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Lemme 4.3.2. Pour tout (o, 3) € N*" il existe C(a, 3) tel que

207 !

- - —lal =18l
¢ IL(Tax>€) ¢ i 7 (41())

1
|§C(@,ﬂ)m

pour tout (z,€) € R*", pour tout 7 € A avec |7| =r.

Preuve :

On utilise le lemme 4.3.1 on a

1 < Z Z Clag, - a5,B1, )

0000 ——
I
1§H’§"Y‘ l’f1+“‘+ll«]’:ﬂ
palva gl =1

(a(ahﬁﬂL)Hl . (a(aj ﬁj)L)Hy’
Lpt1 ’

m

OOl L(T)| < Clan,Br) (mla,€) +12)"" gmmlerlpmmlbl,

K

IO = Clag, By) (mla, &) + 1) gl

en utilisant les hypothéses faites sur L(7,z,£), on a pour tout 7 € A, 7 = re®,

pour tout (x,£) € R?", il existe une constante C' telle que

Lt (7,2, §) |~ (mfz,§) + 2t

1 | C
<

Done

@?85L| < Z Z 0(0417""aj’ﬂ1""aﬂj)

L(t
( ) 1<p<l]yl =
palva e tuglvg =1l

(m(,€) + 1%

(m(x, &) + r2)lul+1 ¢7N1|O¢1|7"'7uj‘Olj|(10*lll|ﬁl|7---fujwj|
el — —— PR
- 7 (m(xa f) + 7“2) ¥
ol O(Oé, 6) - C(Oél, Ce ,Oéﬁﬁly . ,ﬁj) = C.O(o[l’ 61) L. O(Oéj,ﬁj), .

Etudions maintenant 3?85 K;(r,z,&) pour j > 2. On donne le lemme suivant.
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Lemme 4.3.3. Pour tout («, 3) € N*", il existe C;(c, 8) tel que

’afaa:fKQj(Ta xz, f)’ < Cj (Oda ﬂ) (¢90)72j¢7|a\907\ﬁ|’

m(x, &) + r?

pour tout (z,€) € R*", pour tout 7 € A avec |7| = 1.

Preuve :

De la forme (4.8), pour tout j € N, on obtient

afaa:fKQj(T’x7€) = —8?85 Ko(T,[L‘7€) Z ('y,(5)0g82L(T,a:,f)@g@ZKQZ(T,x,f)

\"/+5\ 2(=1)
<i<j—1

En utilisant la formule de Leibniz on a

0200 Koy (7, 2, €) ZO a, 8,7, 8,01, 82)8" 07 Ko (7, ., £) e
4.11

ag*w 00 L, 2, )08 T4 00 Koy (7, , €).
ol
T= {hl+ldl=2G-D,0<I<j—1,
o+ 05 = |Bl, 91 + 01 = |a, v + 64 = 61,73 + 03 :52}

BILY (el (4! 8!
= T
Clen 570,01 0) 19) (%!52! 1101 ) \7aldal ) \ 710!

Pour j = 1, en utilisant (4.10), on trouve

1

Wdfla\*%pflﬁ\*{

OO Kol 2. 6)| < Ci(a, 9)

et par récurrence si cette estimation est vérifiée pour j = k i.e.

058 < —~2k 4ol 1]
050 Kon (., )| < Cblaw B) s (09) oM, (112)
alors pour j = k + 1, en utilisant (4.11) on a
oKmiatran)] < 2 Ol 8,008 |op 0 Kotra. )

A [P
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ou

T = {Mﬂé\:%,oglgk,

Yo+ 02 = |8, + 61 = |04‘a74+54=51,73+53=52}

De (4.10) et (4.12) on obtient

1
m(xz, &) + r?

(gp) g IoF ol plraeal,

Og 0] Kopo (7, 2, €) ’ ZC , 3,7, 9,61, 02) ¢~ o=l

1
m(z,&) + r?

(m(z, &) 4 r?)p~ Il p=lotsl
ou C(Qa ﬂ? e 57 517 527 l) - CKO (717 VZ)CL(é‘ + 547 7 + 63)01(2@ (6 + 547 Y + 53)7 de la
définition de Y’ et on prend [ = k£ on obtient

1
m(z, &) + r?

Ce qui achéve la démonstration. O

Og 0] Koo (1,7, €)| < Craa (v, ) (pp)~GrFD) g=lol ,=1Bl,

On pose
2N
V() = S WK (r)
5=0
Proposition 4.3.2. Pour tout N > 1,
L(r).0pi(K®V(r)) = 1+ N *2.0p} (RN (7))

ot le symbole R®N) (1) vérifie l'inégalité suivante :

m(z,§) +ry/m(x,§)
m(z,&) + r? ’

pour tout T € A, pour tout (z,§&) € R*", pour tout h €]0,1].

(4.13)

20RO (52, 6)| < € (9p)

Preuve :
En utilisant la relation de récurrence pour les termes de la paramétrix K;(7) avec

les lemmes 4.3.2, 4.3.3 et la proposition de Dauge-Robert avec

my(x, &) = m(z, &) +rym(z, &),
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1
my(z,§) = () F 1

O
Dans la suite on supposera que le spectre de Hy est dans [a, +00[, a > 0. En effet,
on se rameéne & ce cas par translation sur 7 dans L(7).
La preuve du résultat suivant est analogue a la preuve des propositions 2.1.1 et

1.2.1.

Proposition 4.3.3. On «a
1) Pour tout T € C, L(7) admet un unique prolongement fermé sur D(Hy).
2) 1l existe R > 0 tel que si || > R, |arg(T) — | < §, alors L(7) est inversible

21— L7Y(7) est holomorphe dans

™
Ar= {77l 2 R | arg(r) = 7| < T},

et E_l(’i’) est un opérateur compact, dans la classe de Schatten CP pour tout p tel

que
1

Exemple 4.3.1. On considére l'exemple 4.1.1. On applique la proposition 4.5.3

avec
m(z,€) = (€7 + |2 +1)2,

1.e. on cherche a savoir pour quel p on a

2n 1
_dadf < 400,
/R (€17 + |z + 1)2

En faisant le changement de variable & = <\/ |x|2M + 1) &' on obtient que cette

intégrale converge pour

- n(M +1)
p M )
donc Z()\) € CP, pour p > % Pour n = 1, comme on l’a vu dans le cha-

pitre 7?7 (c.f. exemple 2.2.2), les rayons de croissance minimale de cette famille
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se trouvent dans le demi-plan d’aze réel négatif avec la condition d’ouverture sui-

vante :
M

0 < .
M+1

Exemple 4.3.2. On considére 'exemple suivant :

o 0?

Lp(A) = —(@ + B

)+ (22 + 9yt =N, (z,y) € R (4.15)

On a
Ho(z,y,&n) = & +n*+ (2> +y'),
Hy et Hy sont d’ordre 1 et % respectivement et de type (i, %, %, %), de plus on a

les estimations suivantes :

agla;tzaglango(x’ y, &, 77)‘ < Co(a, BYym(z,y, €, n)¢*(2a1+a2)¢*(4ﬁ1+4ﬁ2)7

35195235135%1(%%5,77)) < Ci(a, B)(mlw, y, &, n)) 2~ Gorren) p=(hrim)
o
m(z,y,&,n) = ¢(x,y,6,m) = o(x,y,6,m) = (L +2* + 1 + &€ +1°)2

En utilisant la méthode de Pham-Robert (c.f. chapitre ?77), les rayons de crois-

sance minimale de Lp(\) se trouvent dans le demi-plan
{AeC:R(\) <0}.

On wveut utiliser la proposition 4.3.3, en vérifiant la condition 4.14, donc on

cherche p tel que

1
1 :/ sdrdydédn < 400,
R (L+at + 9%+ & +n%)2 !

on commence par faire le changement de variables :

00|

= (I+2%
= (1+a2%
n o= (1+2%)

=

NI

y/
é‘/
77/
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on obtient

1 1
I— / __ < ) drdy/ de'dn’
R4 (1 + 1-4)5*5 (1 + y/8 + 612 + 77/2)5

donc ["intégrale par rapport a x converge lorsque

11

d’ou il existe Cy > 0 telle que

1
/ ———5 =0
R (1+2%)27s

pour lintégrale par rapport a y', &, ' on fait le changement de variables :

5/ _ (1_+_y/8)%£//7
17/ _ (1+y/8)%17//’

on obtient

1 1
1:0/( . )( p)d/d”d”
e N+ yoET) N v e+ y)E) Y S

lintégrale par rapport a y' converge lorsque

9
z 4.1
P> (4.17)

donc il existe une constante Cy > 0 telle que

1
e[
2 k(L+y®)5] Yy
On fait le changement de variable :

1

17// — (1 + 6//2)517///

il en résulte

1 1
[ =0 / . < ) de"dn"
1V“2 R2 ((1+§//2)22> (1+n1/12)5
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Uintégrale par rapport a £" converge lorsque

p>2, (4.18)
et lintégrale par rapport a " converge lorsque

p>1. (4.19)

en prenant le mazimum de (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), on obtient que L5'()\) €
Cp pour p > 1741.

Le symbole de la paramétriz de Lp(\) est :

N
K\ ,y,6m) =Y K\ z,y,6n) + RV (N 2,y,6 ),
=0
avec
Ko(\ 7,5,6,1) !
7x7 y7 777 - TN~ N\
0 L(A7 x? y7 57 n)
(4.20)
Kj()‘7x7y7£7n) = _K0($79757777 A) ZT ( )
02,D8 L\, 2y, & )0, D2 Ki(\, 2,1, €, 1)
o

3 5 . .
T:{5(041+51)+Z(042+ﬂ2)+l:J‘i‘l,lSJ},

et a = (a1, ) et B = (P, 2) avec

6?18«;28?1@52[(3-()\,x,y,é,n)’ < Cila, B)(m(m,y,&,n)) o) T Rartaz) g=4(Brtie)

m(z, + IA|v/m(x
aslagzaflaﬁzf%(N)(A,x,y,é,n)) < (a5 “(ZM’J?) Wygn o)

Le résultat suivant montre que les directions 6, |7 —0| < Z sont des directions

de croissance minimale pour L !(7).

Proposition 4.3.4. [l existe C' > 0 tel que pour tout 7 € Agr (R > 0 assez
grand). On ait

ool <
1O g =
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Preuve :
En utilisant le lemme 4.3.3, la proposition 4.3.2 et le théoréeme de Calderon-
Vaillancourt on obtient (7).

Pour (i), on calcule le symbole de HyL™!(r)

HoK®N(r,2,6) = > T(3,0)0]0 Ho(, )0 KN (7, 2,€).
[y+é|=2N

Pour tout N > 0 et pour tous multi-indices «, 3, il existe alors une constante

Cn(a, B) telle que :
00 HoK N (1,2, £)| < Cn(a, B),

pour tout 7 € Ag. Le théoréme 2.1.1 implique que HoL~'(7) € £(L% L?), donc
HoL (1) € L(L2, D(Hy)) et de plus (i) est vérifice. O

Proposition 4.3.5. La fonction
7 L7H(7)

est méromorphe dans C, i.e. L=(7) est holomorphe en dehors de o(L) = {\;j}ies,
ot J est soit vide, soit fini, soit infini dénombrable ayant l'infini comme seul point

d’accumulation, A\; est un pole de multiplicité finie.

Preuve :

Prouver que la fonction suivante est méromorphe
~1
T+ L7 ()

est analogue a la preuve de la proposition 1.2.1. La preuve des autres résultats

de cette proposition peut aussi se déduire du théoréeme de Fredholm analytique.O
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4.3.2 Systémes non-autoajoints

On considere les familles d’opérateurs matriciels Az — 71 de la forme (4.6)
et .ZS\L — 71 de la forme (4.7), qui représentent la linéarisation de la famille
quadratique d’opérateurs (4.1). Comme on a vu dans le chapitre 1, les deux

réalisation, Ay, Ag;, sont similaires i.e. deux opérateurs C et D tels que :

~1
~ g 0 ~ 0 1
O — ., D= . R (4.21)
0 1 —-H; —H,
on a
A, =DC, Ag,=CD.
donc

CAp=AsC, AsyD = DAy,
d’ou Zl\L, f/lg\L sont similaires. On rappelle la définition suivante.

Définition 4.3.2. Pour des fonctions poids m, ¢, . Un symbole matriciel, est
une fonction a valeurs opérateurs avec A € C*°(R*", My(C)) (ou My(C) est l’en-
semble de matrices 2 x 2 des coefficients dans C) tel que pour tous multi-indices

(e, B), il existe une constante C(«, [3) telle que
10£ 7 Az, )| < C(a, Bym(z, €)o7,

pour tout (z,&) € R?", ||| désigne la norme d’une matrice i.e. pour une matrice

Az, §) = {ai (2, §)}ij, on a

[A(z, Ol = sup ai;(x,§).

(z,6)eR2n

Les opérateurs A, — 71, Ag;, — 71, de domaine D(Hp) X D(HE), D(HE) x
D(H?), respectivement, avec des symboles (A (z,&) — 71), (Agp(x, &) — 7I) tels

que :

—T 1
(AL(I7 5) - TI[) - ) (422)
—H() —H1 — T
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—T Ho%
(Asp(z, &) —7I) = s : (4.23)
—HE —Hy—7

pour tout multi-indices (a, 8) € N?"_ il existe des constantes Cr(c, 3), Csr(c, 3)

telle que :

0208 (Ar(a,€) — Dl < Crle, Bym(z, )67l (4.24)

10807 (Asr(x,€) — D) < Csi(a, B)(m(x, €))7, (4.25)

ou m, ¢, ¢ sont des fonctions poids.
Le plus souvent dans notre travail on utilise 'opérateur ZS\L On calcule alors la

paramétrix E\SL, de la famille .ZS\L — 7Il. Le h-symbole, Bgy;, de E\SLJ- avec

N
——(N) L —
BSL (T?xag) - Zh]BSLj(Twraf)a

=0

ou h €]0,1], 7 € A, (z,€) € R*™, A est un secteur du plan complexe, symétrique
T

par rapport a l’axe réel négatif et d’ouverture inférieure ou égale a 5 (c.f; fig.4.3),

ie.

3
A:{ZE(C : g+5<arg(z)<77r—5,5>0;\z]2r,r>0}

tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

et

BSLO(T,ZL’,f) = (ASL—T)_l
BSLj(T,ZL’,f) = —BSLO(T,ZL’,f) Z F(a,ﬁ)ﬁ?@ngL(x,f)agangLgl(T,x,f).

| +181=2(5—1)
0<I<j—1

Le résultat suivant est un résultat direct du lemme 4.3.1 et de la formule de

Leibniz.

Lemme 4.3.4. Pour une fonction, Q(x,£) € C*®(R?*), pour tout multi-indices
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Im A\

T+0
Re A

F1G. 4.3 — Le secteur A

v=(a,8) e N*" § = (a/, ) € N*", avec |y] < |d], on a

S© oopor (QL(Z)@) = > >, Cyo)

[(a,8)|=1 1<p<|y| PRSI
[vI<]é] ”1‘71‘+"'+l‘j‘7j‘:"‘/‘

(9= B=BQ) (Al P LYk .. (§@5:85) L)k
JGR! ’
(4.26)

avec 1 < j<mnety=(w0),1<i<n.
Le résultat suivant donne 'estimation des dérivés de Bgy,.

Proposition 4.3.6. Pour tout («, 3), il existe une constante C(c, ) telle que :

1

a6
H@s ax (BSLO(’R'I’&))H S C(Oé’ﬂ) m(x,f)-f-

Tdf'“‘so"ﬁ', (4.27)

pour tout (z,€) € R*", pour tout 7 € A avec |1| = 1.

Preuve :
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Il faut estimer les opérateurs matriciels suivants :
o H VT
ool (L) oeop
£ ( L(7) ) £\ L(7)
000 (Asp(w, &) — 7)™ = . (4.28)

e () ()

En utilisant les lemmes 4.3.1 , 4.3.4 avec les hypotheéses faites sur Hy, Hy et L(1),

il existe donc des constantes Cy(a, 3), Co(a, 3), C3(av, 3) telles que :

90’ (LHl) ’ < Cl(@aﬁ)#ﬂd)'a@ma

L(r)

Vv H, m(z, &) . _
a9 o =18
ags (T _ T glel,mls

aé- ax L(T) ‘ S O3(a7/6)m(x75)+r2¢ QO )

chaque terme est majoré par :
VB ET ) 18
m(z, &) + r? ’

d’ott on obtient le résultat en utilisant le fait que :

(vVm(z, &) +1)* < 2(m(z, &) +r?).

Proposition 4.3.7. Pour tout (v, 3), il existe des constantes Cr;(a, 3), Csr (o, 3)

telles que :
1

a 5B , j T
|0 ax(BSL](T7x7§))H < CSLJ(O"ﬁ) m(z, &) +r

o1 T (4.99)
pour tout (z,€) € R*", pour tout 7 € A avec |7| = 1.

On pose
N

Bs, ™M (7) =Y W Bgy(r,2,).

Jj=0
Le résultat suivant donne les estimations des termes d’erreur dans les calculs de

paramétrix.
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Proposition 4.3.8. Pour tout N > 1, on a
<’ZS\L - TH) Op (Bs,™ (7)) = 1+ WM Op (Re, ™M (7)),
avec

089 Rer ™) (7:2,6)]) < O™ (o ﬂ)w—%ww (130)

pour tout T € A, 7 = re?, pour tout (z,&) € R*™, pour tout h €]0,1].

Preuve :
En utilisant la relation de récurrence pour les termes de la paramétrix B;(7) avec
I'estimation (4.25), les propositions 4.3.6, 4.3.7 et la proposition de Dauge-Robert

ml(x,f) =V m(x,f),

1
" g

Exemple 4.3.3. On considére la famille d’opérateurs dans l’exemple 4.3.2. On

associe a Lp(X), lopérateur matriciel Ay défini dans L2(R?) x L*(R?) tel que :

~1
2
0

Ap =

)

0
~1 ~
—H? —H,

ot Hy = —A,y + P?(z,y), H, = —2P(x,y). Le symbole de A; est

ol Hy = € +n° 4+ P(x,y) et Hy = —2P(x,y). On a Ap(p2x, piy, p€, pn) =
pAL(xayagan) avec

3?,y3§nAL(x,y,€,n)) < C/m(z,y, &, n)¢ 110
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pour

m = o(x,y,&,1) = p(x,y,&,n) = (L+ |2[* + |y* + € + [n]?)2.

En utilisant la proposition (4.53.3) on obtient que Ar(x,y,&,n) € CP avec
11

> J—
L
On calcule la paramétriz de ;l\L + A, le symbole B(x,y,&,m, A) de la paramétrix
(.,Zl\L + A7t est donné par la forme asymptotique suivante :

N
B(x,y, &, A) = Y Bj(a,y,6,n,A) + R (2,y,&,n, 1),

j=0
avec !
Bo(x,y,§,mA) = (AL +A)7!
Bj(‘x? Y, 57 7, /\) - _BO(‘I7 Y, 57 n, /\) ZF(O[, 6)

A
¢, D5 (AL(w,y, &) + N0, DS Bi(w,y, &1, A)

ou

3 5 . .
A:{§(a1+ﬁ1)+1(a2+62)+l:]+1,lS]},

et a = (a1, az), = (01, Pa) avec les estimations suivants :

tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

1 _
¢ D3 Bo(z,y,&,m, A < Cp(ea, -(5+3) —(ﬂ1+ﬁ2)’
H &m Y 0( Yy 5 n )H — 0( ﬁ) m(l-,y7§7,r])+,r.¢ (@)

1 e
aﬂ D? B T, Y58, 7)\ < C «, —(F+F) -1 ,—(Br1+82)—
b e A= e m(x,y,&n)Jrrd) v (431)

m(xayafan) ( )—N‘

19, D2 RN (z,y.&,m)| < Cn(e,B)
R m(a,y, &) + 1

4.3.3 L’hypothése (HP — 3)

Afin de mieux comprendre I'hypothése (HP — 3), on va faire varier la taille

de H; et son ordre :
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Im A\

Re A\

| —
| —
L —
/

N

F1G. 4.4 — Le spectre de L, ().

Dans le premier cas on considére la famille quadratique
Le(A) =Ho+ A cH; + X2, £>0, r— 0.

Dans le deuxiéme cas on remplace (H P — 3) par 'hypothése :

(HP —3); |0297 Hy| < Cogm®p1olp=I8l avec § < 1.

On va examiner quelles sont les conséquences de ces hypothéses sur la localisation
du spectre de L()\) (et sur 'existence de valeur propres).

Pour le premier cas :

Dans ces situations on peut utiliser un argument de perturbation standard :

Lo(A) = (Hy + A)(1 + A(Ho + A2 "'kH,).
Il résulte de I'hypothése (HP — 3) et du théoréme de Calderon-Vaillancourt,

qu’il existe une constante C' telle que

< (C < +o0.

£(L2,12)
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Im A

[Re A|=C|A|2)

Re A

FIG. 4.5 — Le spectre de L()).
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Or on a
i3
=sup ———

o~ o~ 1
Hy+ M) 1He ,
H( 0 ) t>a |t + N2

oua > 0 et a=inf Hy avec Hy est le symbole de ﬁo. De plus on a

t t

it+ X2 (t— 7i2)2 + 4t r2 cos?(0)

412 cos?(0)

d’ou
kK

H/\(ﬁo * AQ)_lﬁﬁch(LaL?) = 2| cos(0)|

On en déduit le résultat suivant.

Proposition 4.3.9. On suppose kK < 1. Alors le spectre de L.(\) est inclus
dans un secteur vertical (c.f. fig.4.4) :

: K
(L) C {reze , r>0, )g - 0) < arcsin (%) }

On étudie maintenant le deuxiéme cas. On procéde de la méme maniére, il

existe une constante C' telle que

Hﬁaéﬁl §C<+OO,
£(L2,12)

et

77 1776 t°

By i e

H( 0+ AT H £(L2,12) tlzllaj [t + A2
ot a >0, a=inf Hy et
t26 t26

[t + X212 (¢ —72)2 + 4tr2 cos?(6)’

avec A = e, r > 0, on distingue deux cas pour majorer
. 2 2 . .
i) T <t< 3%, alors il existe une constante C' telle que

t26 ,’,.45—4

< .
|t + A2 — 00082(9)
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2

i) [t —r?| > % alors il existe une constante C' telle que
t25 t25 C
S 1 S _4
t+ N2 7 T dtr2cos?(0) T
Il en résulte
O,r%—l

Boenas| e O
H( 0+ A" Hy c22y — | cos(6)]

C’)\‘%

RO

On a alors le résultat suivant.

Proposition 4.3.10. Sous les hypothéses précédentes (en particulier § < %), on
a

T T . . .
1) 0 # 5 0 # —5 alors 0 est une direction de croissance minimale pour la
résolvante L~1(\).
2) Le spectre de E()\), a un ensemble fini de valeurs propres pres, est inclus dans

des régions paraboliques suivant ’axe imaginaire, définies par les inégalités
[ROV| < AP,
pour une constante C >0 (c.f. fig.4.5).

Corollaire 4.3.1. Soit p > 0 tel que

K
Sous les hypothéses de la proposition 4.3.9 avec arcsin (%) < 21, ou de la pro-
4

position 4.3.10, E()\) admet un systéeme complet de vecteurs propres généralisés.

On notera que dans le cadre des familles quadratiques il y a une grande
_1
différence pour les spectres de L(\) selon que H;H, ? est seulement borné ou

compact. Le modele initial
Lp(\) = —A + (P — \)?
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est dans le premier cas c’est ce qui rend 1’étude spectrale de ce probléme difficile,
alors que dans le deuxiéme cas on obtient une localisation du spectre et ’existence
d’une infinité de valeurs propres avec un systéme complet de fonctions propres

généralisées.
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Méthode des traces pour les
familles quadratiques d’opérateurs

pseudodifférentiels
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Dans ce chapitre nous étudions des familles d’opérateurs quadratiques semi-
classiques et quasi-homogénes.

On rappelle que pour la famille quadratique d’opérateurs :

Lp(\) = —A+ (P(z) = \)?, xR, (5.1)
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on dit que Lp est une famille homogene (quasi-homogéne) d’opérateurs, lorsque
P est homogeéne (quasi-homogéne).
Pour le cas semi-classique nous étudions la transformation d’un probléme d’opéra-
teurs avec polyndémes homogénes dans une forme semi-classique, et nous donnons
quelques résultats de Helffer-Robert-Wang [15] et Robert [27]. De plus nous étu-
dions des familles d’opérateurs avec petits paramétres [29].
Nous étudions des familles quadratiques quasi-homogénes d’opérateurs du type
d’homogénéité :

ke

M M

dans le cas n pair et nous donnons un exemple dans le cas n = 2. La condition n
pair est une condition nécessaire avec ce genre de homogénité. Lorsque n impair,
il n’est pas possible de conclure I'existence des solutions dés le premier coefficient,
co.m(A), de la forme asymptotique de la trace de (AL + XN (AL est le systéme
non-autoajoint associé a la famille d’opérateurs Lp), parce que ce coefficient est
nul. On étudie la famille (5.1) avec P est un polynéme quasi-homogéne d’ordre
M et de type (k1,--- , kn)-
Pour chaque cas on prouve I’existence de solutions non nulles en utilisant la méme
technique de Helffer-Robert-Wang [15] et Robert [27] et en utilisant le théoréme
de Lidskii.
En suite nous traitons des familles d’opérateurs quadratiques du certain type
d’homogénéité pour le cas n quelconque. Pour ces familles on étudie les conditions

pour lesquelles on peut prouver 'existence des valeurs propres.
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5.1 Calculs semi-classiques

On considére la famille quadratique suivante :
Lp(A) = —A + (P(z) = A)?,

ou P est un polynome elliptique homogéne de degré m > 2 dans R, n > 2.
On expose les résultats de Helffer-Robert-Wang [15] et Robert [27].
En utilisant le changement de variable x = 7y avec h = 71" et u = T% + 1,

alors pour toutes fonctions u € L*(R") et v € L*(R") on a

u(r) =u(ry) =v(y), ==ry.

De plus

M) = 3 G 5

= SAu()

d’ou

on a alors

Lp(Nu(z) = 72"(=7272"Ay + (P(y) + 1 — p)*)v(y)
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ou

H(p) = =h*Ay + (P(y) + 1 — p)*.

ce qui entraine
et

donc
Le(N)(u(y)) = 7T~ (H (p)(T(u(y)))
par conséquent
Lp(\)(u(x)) = 7T H(w)T
donc Lp()) est similaire a H(p).
ﬁ(u) est le h-Weyl opérateur avec le symbole H(u,y,n) = n* + (P(y) + 1 — u)?.
On utilise ici la notation H pour 'opérateur ou le symbole H est le h-symbole

de Weyl.

La famille semi-classique quadratique H (1) est associée & un opérateur de matrice

ot Hy = —h2A, + (P(y) + 1)2 et Hy = —2(P(y) + 1).
Le h—symbole A(y,n) de Ay est

ou Ho = [{]* + (P(y) + 1)%, Hi = =2(P(y) + 1), donc A(z,€) € 8, (R x R").

Le symbole a deux valeurs propres
px(y,n) = (Py) +1) £in.
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On trouve le résultat suivant (c.f. [33], [28]).

n(m+1

Théoréme 5.1.1. Pour tout réel s < —T), dans le régime semi-classique
h\,0, on a
N-1
Tr(A3) <Y ¢ ™+ ORN ™), (5.2)
§=0
avec

cjs = (2m)" /R?n tr(b;(z, &) N dAdxd.

-1

ot bj(x,€) sont les termes de la paramétric (A\L —A)7h et

N A R TRE
0.

Cl,s -

Preuve :
Montrons tout d’abord la forme (5.2).
On a:

Az = % F(,ZL — ) "IN,

ou I' est le contour défini par les demi-droites argA = € et arg\ = —6 pour
|A| > 71 et par I'arc de cercle |\| = % pour —0 < arg A < 6.
L'opérateur A, avec le h—symbole (A(z,&) — A) (c.f. définitions B.4.2 et B.4.1),
ie.

(A(z,€) — A) € ST, (R™)

pour des fonctions poids et m(z, &) = ¢(z, &) = p(x, &) = (1 + |z|2 + [£]2)2. Donc

le h—symbole de (A\L — A)7! ala forme asymptotique :

ba(h) =< > bl

i>0
dans le sens ou (c.f. définition (B.4.3))
N-1

ba(h) =Y hi.b; + hNry(h)
=0
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ou b; vérifié les estimations en (4.29) et ry(h) décrit une partie bornée et qui
vérifie les estimations en (4.30) pour m(z, &) = ¢(x,&) = p(z,&) = (1 + |z]* +

€1%)z, ou

by = (A—N"1
b= —(A=NT Y Dy(a.8) (8 DIA - V) (90D5h)

o]+ Bl +1=5,1<]

avec
Iyfasd) = S0
On a
(A, =\t = (27T1h)n /]R B e @=L () dydé.
de la définition de fAlsL on obtient
A = i (27r1h)” /A /R B e @=Ly ()N dydEd.

d’ou

i1 .
- e /A /]R tr(ba ()N dydgr

et de la forme asymptotique de by(h) on a la forme asymptotique de trace :

~

Tr(AL)

Tr(A3) = Z cjsh? 7",

j=0
ou

1
g = ——— tr(b,)\*d\dzxd§.
ij 27T (271')" /]RQH/A T( ]) X 5

On calcule ¢q . Or si p; est une valeur propre de A alors (p; — \)~! est une valeur

110



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

5.1. Calculs semi-classiques

propre de (A — \)~! donc
i s i _ —1ys
27T/t7“(b0))\ d\ = ZW/tT(A A) TN AN

- / > (=N TNdA

J:pj€o(A)

= Z/ = A) AN

J pi€o(A

= > 0

Jopi €0 (A)

ou o(A) est le spectre de A qui est une matrice avec deux valeurs propres fi,

alors :
1
s — S B S d d
on = T [ () ()
= L Ry
o (@m)" Jeen He ) e
Comme b; = 0, donc ¢; s = 0. O

Grace au théoréme de Lidskii il suffit de prouver qu’il existe s <
tel que ¢; s # 0, pour démontrer que Lp a un spectre non vide.

On prouve alors le résultat suivant (c.f. [27]).

Lemme 5.1.1. Sim > 2 et n pair alors pour tout s < 7n(:z+1), cos 7 0.

Preuve :

On a

n

[ mtetie = [ (P +1ted [ @ ialyan

Rn

Pour calculer f,(), on pose :

f@) = [ (14 alalydn. poura >0,
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On fait le changement de variables :
n =an = dn = a"dn,

donc on a fs(a) = a~™f(1), par un prolongement analytique de fs(«) pour tout
a € C, on peut alors poser a = 4, d’ott R(f,(i)) = cos(5") f5(1) et fo(1) > 0. On
a donc R(f,(7)) = 0 si n impair et R(f,(i)) = cos(4) fs(1) # 0 si n pair. Donc la

démonstration du lemme est achevée. O

5.1.1 Opérateurs avec un petit paramétre
On considére la famille d’opérateurs :
L,(\) = =A, + (P(z) — A\)? + 7%, (5.3)

avec P un polyndome elliptique positif et homogeéne de degré m > 2, n > 0 est un
parameétre assez grand. On traite 'opérateur semi-classique associé a L, (\), avec
h = n_mTH et = % et en faisant le changement de variable comme précédemment

on a

Ly(A) = n*(=h*Ay + (P(y) — p)* + 1). (5.4)

Proposition 5.1.1. On a la forme asymptotique (5.2) avec :

s = (20)" / oR (P(x) iVt 52)ded§.
RQn
De plus co s # 0.

Preuve :
La preuve de la forme asymptotique de la trace est analogue a celle du théoréme

5.1.1. Le terme principal de la forme asymptotique de la trace est

cos = (2m)" /R2n 2R (P(x) + Zm)s dxdg

~ o (w)

2m
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ol 75 # 0. Donc pour tout n > 1, il existe s < —% tel que co 5 # 0. O
En utilisant la proposition précédente et le théoréme de Lidskii on a alors le

résultat suivant.

Proposition 5.1.2. [] existe ng > 0, suffisamment grand, tel que pour tout n >

1m0, L, (X) admet un spectre non vide.

Remarque 5.1.1. Avec la condition n > ng et ng > 0, lexistence de valeurs
propres pour la famille d’opérateurs L,(X\) est garanti pour toutes dimensions

n > 1.

5.2 Critére de rang k

Nous étudions maintenant le critére de rang k pour la famille d’opérateurs

dans (3.4) avec P un polynéme quasi-homogéne d’ordre M et de type (ki,--- , k,)
ie.

Py, - rfra,) = rMP(ay, - 2y),
ou (ry,--,x,) € R™ La proposition suivante donne le critére de rang k pour les

familles d’opérateurs quasi-homogénes, cette proposition est un résultat directe

du théoréme 3.2.1.

Proposition 5.2.1. (Critére de rang k)
Pour la famille d’opérateurs dans (3.4) avec P un polynéme quasi-homogéne de

degré M et de type (ki, - ,k,). Pourk>n—+1etk +---+k, <M si
Tr(AL+71) " #0, (5.5)
alors il existe Ao, ug # 0, ug € L*(R™) tels que L(A\o)ug = 0.
Preuve :

On commence par prouver ce résultat pour n = 2 alors il faut vérifier le critére

de rang 3, i.e. on prend k£ = 3. En utilisant lemme 3.2.2 'opérateur
2

Tr(AL+7)7° = % [—L7"(7)L'(7)] .
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Pour les symboles L(7;z,£), L'(7;x,€) on a les estimations suivants, pour des

fonctions poids ¢, ¢, m, il existe des constantes Cy(a, 3), C1(a, §) telles que :

0207 L(T; x, 5)) < Cola, B)m(z,&)plolg=18l,

0Ol (mi,6)| < Cofe, B) /e, O g,

ot m(z, &) = ¢(x,8) = oz, &) = (14 2 + 25 + €2 + €2)2 en utilisant lemme

B.5.1 cet opérateur est de classe trace si ki + ko < M parce que

1
sdrdé < +o00, lorque ki + ko < M.
[&4 1+l +abl + 8 +6)8 P

D’ou la trace suivante :
d? 1
— /
Tr (W [—L (1)L (7’)})

est définie. Si cette trace est non nulle, on utilise alors le théoréme 3.2.1 on a le
résultat.

Pour n quelconque on prend k£ = n + 1. En utilisant lemme B.5.1 avec :
mle€) = (L+af' 4 4ol + 6+ )

la trace dans (5.5) est défini pour ky + -+ + k, < M.
Donc si la condition dans (5.5) est satisfaite, alors en utilisant le théoréme 3.2.1

la démonstration est terminée. O

5.3 n pair

Nous prouvons ici l'existence de valeurs propres pour la famille d’opérateurs

quasi-homogenes de type (%, cee kﬁ, 1,--+, 1) pour le cas de la dimension n paire.
Ce cas a déja été étudié par Helffer-Robert-Wang [15], mais pour des familles

d’opérateurs homogenes.
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5.3.1 La famille Lp()\) du type (&, f2 1 ... 1)

On considére la famille d’opérateurs :

Lp(\) = —A + (P(x) — \)?, (5.6)
ot x € R™ et A est le Laplacien par rapport a x = (xq,- -+ ,x,) i.e.

A=A, =7, +- -+ A,
et P(z) est un polynéme positif et quasi-homogéne d’ordre M et de type (ky, - -+ , ky),

1.e.

P(pklxla T >pknxn) - PMP(xb' T axn)'
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Exemple

On commence par traiter 'exemple étudié dans le chapitre 77 en utilisant la
technique de rayons de croissance minimale.
On considére la famille d’opérateurs :

0* 0P

@+a—y2)+(x2+y4+/\)2, (.I,y) €R2. (57)

Lp(A) = —(
On prouve le résultat suivant.

Théoréme 5.3.1. Soit Lp l'opérateur en (5.7) avec P = x? + y* défini sur R.
Alors il existe Ny et ug € L2(R?), ug # 0 tel que Lp(Ng)ug = 0.

Preuve :
Pour la preuve on veut utiliser le théoréme de Lidskii en étudiant la trace de la
famille linéaire d’opérateurs matriciels associé a Lp(A).
On associe alors & Lp()\), lopérateur matriciel A;, défini dans D( AO%) x D( AO%)

tel que :

1
2
HO

—~ 0
AL - ~1 ~
—H; —H

)

ot Hy = —A,, + P*(z,y), H, = —2P(z,y). Le symbole de Ay est

1
0 HZ

_HE —H,

)

ou Hy = &+n*+ P%*(z,y) et Hy = —2P(z,y), alors le symbole Ay, a deux valeurs

propres complexes

pe = P(x,y) £iv/E2 + (5.8)

En utilisant la définition (B.3.2) on a que Ay est quasi-homogéne de degré 1 et

11

. 1 1
de type (3,7, 1,1) i.e. AL(p2z, p1y, p€, pn) = pAr(z,y,&,n) avec

1DS 00, AL,y & n)|| < Cla, Bym(x,y, &, n)e 117,
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pour une constante C'(a, 3) et

m(z,y,6,1) = ¢(2,y,6,1) = p(z,y,&,1) = (1+ |2 + |y|* + [€]> + [n*)z. (5.9)

On étudie TT(A\L + A)7", A — oo, m réel suffisamment grand, en utilisant le

lemme (B.5.1) on a que (A + A\)™™ est de classe trace lorsque :

>11
m > —.
4

Le symbole B(z,y,&,n,\) de la paramétrix (./Zl\L + A)~™ est donné par la forme
asymptotique :
N

B(xayagana )‘) = ij)\(x7y7§77]) + R(N)($797577]7 A)a

J=0
ol

bO,)\(xayafan) = (AP +)\)_m

(5.10)
bia(x,y,§,m) = —bon Z ['(a, 3) ?,an,y(AP + /\)magnDiybz,A
A

et

A:{K%+y(a+ﬁﬂ+l=j+lJ§jL

avec a = (aq, ) et 5= (0, f2) donc

—_

(5 +L:da+ B = Slar +51) + 3 0z + o).

de plus b; et R vérifient les estimations donné dans (4.31) avec les fonctions

de poids m(z,§), ¢(x,€), p(z,§) telles que :

m
2

m(z,y, & n) = (L+ |z + y|* + 17 + [n]*) 2,

$(w,6) = p(z,6) = (L+ |z + [yt + [¢]* + n*)=.
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Done

=

-1
—4m+11

Tr(./zl\LjL)\)_m = / tr(b;(z,y,&,n, N))drdydEdn + O(A 4 "SN)
R4

J

Il
=)

=

-1
—4m+411

= Cj,m()‘) + O(/\ 4 _BN)

1
o

ou dy dépend de type de homogénéité de L(x,y,&,n, \) et

cim(N) = [ (a6 0))dadydean

tr(bo) = (uy + )" + (- +A) " = R((y +A)7),

alors on calcule I'intégrale

/ tr(bo,)\ ([L’, Y, 67 U))dxdydfdn
R4

en faisant le changement de variable :

v=Xd = dr=\da

y=Xiy = dy=A\idy (5.11)
E=X = df=\d¢

n=Ay = dnp= X\

on obtient

om = [ trlboa(e.y.&on))dudydedn
R
= Amjn/ (R ((ps (2 v, &)+ 1)7™)) do'dy'd€'dny
R4

on pose
co = /R ) (R (g (2,9, € 0) +1)7™)) da'dy d€' dnf

On commence par définir f(a) pour o € C, R(«r) > 0 tels que :

12 14 2 2\—m / ! 7¢/ /
= 1 ! ! dx'dy'de'd
flo) = [yt e et ) marayaan
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pour a > 0, on fait le changement de variables :

5/ — éf// = df/ — édé’//

/ 1.n

_ _ 1
n=:-n" = dn =dn’

on obtient

fla) = L (@ +y* + 1+ e 1) mda' dy'de" dy".

Par prolongement analytique de f(a) pour tout a € C, on peut alors prendre

a =1, d ot on a

Co — %(f(l)) = _/4($/2 +y/4+ 1+ \/m)_md.fldy/df”dn”
R

pour calculer l'intégrale précédente on fait le changement de variables :
5// _ (1 + $/2 + y/4)£/// = df” _ (1 + $/2 + y/4)d£///
,r]// _ (1 + $/2 + y/4)n/// = dn// _ (1 + x/2 + y/4)d,r]///

on obtient

co = / (;E/Q + y/4 + 1)2mdx/dy// (1 + /6///2 + ,’7///2)7md€///dn///
R2 R2

d’ott ¢y # 0 (une intégrale des fonctions positives).
Donc on a la forme asymptotique :

—4m+11 —4m+11 g

Tr(./zl\L +A) "= comA T+ CeamA

Loy

oum > 17} et
Cam = / by (x,y, &, n)dxdydEdn,
R4

ou by est obtenu de by en faisant le changement de variables (5.11) et la factori-
sation par A= F 3,

En utilisant le théoréme de Lidskii et la coincidence des spectres de Lp(A) et
A\L il résulte alors que la famille d’opérateurs Lp(A) admet des valeurs propres

non-nulles, ce qui achéve la démonstration. O
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Preuve de I’existence de valeurs propres non nulles pour la famille (5.6)
On reprend maintenant I’étude de la famille quadratique d’opérateurs dans

(5.6). Commengons par énoncer le résultat suivant.

Théoréme 5.3.2. Pour n pair, si Lp est Uopérateur défini dans (5.6). Alors il
existe \g € C et ug € L2(R™), ug # 0 tel que Lp(Xo)ug = 0.

1
o)

ot P est un polynome positif et quasi-homogéne d’ordre M et de type (ky,- - , ky),

~ ~1
Proposition 5.3.1. Pour l'opérateur Ar, dans (5.12) défini dans D(Hg)xD(

n est pair. Pour

(k14 -+ ky +nM)
M

m >

et A\ — 400 on a alors

i

Tr(AL+ M) = Cim(N) + O(N2070N),

<.
Il
o

ot Oy dépend de ky,--- ,k,, M, et
Cm(A) = / bja(z, §)dxdg,
RQn

ot bjx, 7 > 0 sont les termes du symbole de la paramétriz de (A\L + A\)™. Plus

précisément

Tr(Ap + X) 7™ = A% + ey A0 4 O\ %),
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ot
QO — _m—i_w—i_.._‘_wﬁ
0 = max{é+1,--~,i+1},

& = max{{i—l—l,---,é%—l}\{él}},
w = = [ @ P@)y e [ )
Csim = CoA20T0

= —/ b A (x, §)ddE.
R2n
avec &1, 04 sont les numérateurs de 81, 0o respectivement, §7 < §5 < 85, et M =

sikii=1,--- n. De plus, ¢y # 0.

Preuve :
On associe a Lp()\) dans (5.6) I'opérateur matriciel non-autoadjoint A, dans

L2(R™) x L*(R") tel que :

~ 0
Ap = 1 N , (5.12)
—H; —-H
oit Hy = —A + P?(x), H, = —2P(x). Le symbole de A est Ag tel que :
0 H
Ap = . (5.13)
—H? —H

avec

Hy = £+ P*(x), Hy=—-2P(z), z€R"(eR"

Donc Ay, est quasi-homogene de degré 1 et de type (M, 1) avec
kl kn

M (M7 7M)7 l:(lv"'71)

n—fois

121



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

Chapitre 5. Meéthode des traces pour des familles quadratiques d’opérateurs

Lopérateur (A, + \)™ avec le symbole (Az(z,&) + A\)™ de degré m et de type
(M, 1).En utilisant le lemme B.5.1, cet opérateur est de classe trace pour

o (it 4 ko +nM)

= (5.14)

Le symbole matriciel A, a les deux valeurs propres complexes :

pe = P(z,y) £i/[]? + 0>

La paramétrix (A, + A)™™ avec le symbole B(x, &, A) de degré —m et de type
(M, 1) et de la forme asymptotique de B est la suivante :

N-1

B(xz,&,0) = Y bia(x,€) + RN (2,6, ),

tel que :
boa(w, &) = (Ap(x,&) +A)7™,
bia(@, &) = —box(x,€) Xp T, 3)92 DE(Ap(x,€) + N0 Daby(x, €)

avec

(5.15)

A={|(M+1)(a+B)|+1=j+1,1<j},

et
(M A+1).(a+ ) = B 4 8)+ o4 &t 4 g
= Eor+ 8 + o+ B + ),

ou M; = s;k;, v =1,--- ,n, les multl—lndlces a et 3 sont tels que :

a = (a1, ,q,) €N?
ﬁ - (517"' 7671) eNn

De plus pour bjy, R™) on a les estimations en (4.31) avec les fonctions poids :
n n
= (14>l + ) IGP)7,
j=1 j=1

o(x,§) = (1 +Z‘$]|k3 +Z|§J %
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On a alors la forme asymptotique de la trace :

=

Tr((./zl\,; + )\),m) = cim(A) + O(\Y),

J

Il
o

ol
Cjm(A) = / tr(bja(z,§))dxdE
RQn

On commence par calculer le premier terme de cette forme asymptotique i.e.

co.m(A) qui a la forme suivante :

com(A) = /RQntT(bo,)\(x,f))dxdﬁ

= R(ps (2, ) + A)"dadg,

R2n

alors pour calculer cette intégrale on fait le changement de variables suivant :

k1 k1
xy= AMx] = dr;= Amdr| ,

kn

kn kong .,
Tp= AMzx, = dy = A\ dy,

(5.16)
§1= Ag) = d& = AdE

§n= A, = d&G = ME,

ouna = (af,---,2), & = (&, - ,E&,), on obtient alors

rrn

Com = A / R (e, )+ 1)) o'

avec
(ky+ -+ Ky +nM)
M )

g = —M

avec la condition (5.14) sur m. On pose

0 = / R (e, )+ 1)) da'de
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1.e.

CO,m()\) = )\aOCO

alors pour a € C on suppose que :

fle)= [ (P&)+1+ale) " dr'ds.

pour a > 0 réel, le changement de variables :

1 1
d-oet = ag= (1) aet

L., / 1 "
§=—& = d§, = (—) d&,,
o «

entraine

r@=(2) [ ey e

o

par prolongement analytique de f(a) pour tout o« € C on peut prendre o = i,

alors on obtient

co = R(f(i))
]‘ " / "\ —m / "
= §R<—) / (P(2") + 14 |£"]) " da'dg”.
(6% R2n
. . " . . .
Pour le cas n impair R <(—) ) = 0 et puis ¢y = 0. Mais pour le cas n pair
8] a=1

on a
o= / (P(«) + 1+ [¢"]) ™™ da’dg”".
RQn

Pour trouver la valeur de ¢y, on commence par faire le changement de variables :

1= (1+P@)E" = d&f = (1+ P(af))dey

&= (L+P@)g = d&= (1+P(a))de;

on a alors

Co = / (14 P(af)) dx’/ (14 (€)™ de™,

n
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tel que ¢y # 0 parce que c’est une intégrale de fonctions positives.
On trouve le deuxiéme terme de la trace de (.,Zl\L + A)~"™ en posant
1 1
(51:max{—+1,--~ ,——1—1},
S1 Sn

on suppose que

on pose 0y = 98, alors on prend en considération le type d’homogénéité, by,  est
le deuxiéme terme lorsque [ =0 et o + = s1 i.e. :

by = b r O DI (A )" Do

sz, 6) o(z, §) (a1, B1)0g Dt (Ap(w,§) + A)" 0 Dyt bia(, €)

ai+B1=s1
En faisant le changement de variables (5.16) on obtient
[ttt @)dods = x| arttiy (¢
RQ”‘ ]RQn

ou

o = —m + Wi —51:@0—(51

et b, i(ac’ ,&') est obtenu & partir de by, \(7,&) aprés I'application du changement
de variable (5.16) et en factorisation par A**. On voit que le calcul du deuxiéme
terme n’est pas facile et cela est parmi les causes des difficultés rencontrées dans
les problémes aux valeurs propres non-linéaires. O
Preuve du théoréme 5.3.2 :

En utilisant la proposition précédente on a que la trace de (.%TL + A)”™ nlest
pas nulle, alors grace au théoréme de Lidskii le spectre de ,Zl\L contient une valeur

propre non nulle. De la coincidence des spectres de Lp et A 1, on obtient le résultat.
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5.4 n quelconque

5.4.1 La famille Lp()\) du type (& & 20 20)
On considére lopérateur Lp(N) :
Lp(A) = a(Ds, Dy) + (P(x,y) — A)*, (5.17)

o P est un polynome positif quasi-homogeéne d’ordre M et de type (kq, ko) et a
est un opérateur pseudodifférentiel positif quasi-homogéne d’ordre M’ et de type
(01,05) ie:
P(phrx, py) = pMP(x,y),
a(Pelepe?Dy) = PM,@(D% D,).

oux € R", ye R R" xR =R".

Dans cette section on remplace le Laplacien par un opérateur elliptique ou quasi-
elliptique a coefficients constants, pour cela on va pouvoir abandonner la condition
n pair, cette condition va étre remplacée par une autre condition dépendant du

type d’homogénéité de a et ne dépend pas du type de homogénéité de P.

Exemple

On considére par exemple la famille quadratique d’opérateurs donné par la

forme suivante :
Lp(A\) =D, — D} + (P(z,y) — A’z € R* y e R (5.18)
avec P un polynome positif quasi-homogene de degré M et de type (kq, ko) i.e.
P(pa, pP2y) = pM P(z,y), =€ R*ycR.
On prouve le résultat suivant.

Théoréme 5.4.1. Soit Lp(\) la famille quadratique d’opérateurs donnée dans

(5.18). Alors il existe \g € C et ug € L*(R?), ug # 0 tel que Lp(Ng)ug = 0.
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Preuve :
On commence par associer & L(A) I'opérateur matriciel non autoadjoint Ap dans

D(Hg) x D(Hy) tel que :

Sl

. 0
Ap = 1 , (5.19)
—H -

asp

ot Hy = D — D + P*(z,y), H, = —2P(z,y), * € R?, y € R. Le symbole de Ap
est
0 H
“H: —H,
ou Hy = &'+ n*+ P%(z,y) et Hy = —2P(x,y), alors le symbole Ay, a deux valeurs

propres complexes

pt = P(z,y) £iv/ &+ n2. (5.21)

k1 ko 1
AL(pr,pMy,p2§,p7]) = pAL(xuyafvn)

e M = (% %2) 1 =(11).
On utilise le fait que le spectre de la famille polynomiale Lp()\) et le spectre de
la famille d’opérateurs .Zl\L coincident et puis on utilise le théoréme de Lidskii en
prouvant dans la proposition suivante que 7' r(//l\p + A)~™ # 0, donc la démons-

tration sera ainsi achevée. O

Le résultat suivant termine la preuve.

Proposition 5.4.1. L’opérateur quasi-homogeéne .,Zl\L de la forme (5.19) est défini
~1 ~1
dans D(H}) x D(HE) avec P un polynéme positif quasi-homogéne de degré M

et de type (k1, ka) pour
2k1 + k
m> itk o

M
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et on a A — +00

Tr(Ap+ 0™ =< Y cm(\) +O0ONY)

=AY 4 e A% 4 QAT

o

) = [ s & m)drdyddn, @€ By e R
R
o = /3(1+P(a: y))* mdxdy/ (L+ /)& + In]?) ™d&dn
R R3

e m(N) = /R by, & )dadydécy

— g —9

— Cl/\ 0 0,

2
ap = —m+%+2
_ k1 1 koM
do = max{3 + 3, 4

o < {5+ Vo))

ot les b; \ sont les termes du symbole de la paramétriz de (,Zl\L +A)™, oy, 0] sont

les numérateurs de 6y, 01 respectivement. De plus co # 0.

Preuve :
On étudie Tr(A, + A)™™, A — oo, m réel suffisamment grand. Le symbole
B(x,y,&,n,\) de la paramétrix (./Zl\L + A)™"™ est donné par la forme asympto-
tique :

N-1
B(x7y7§77]7 Zb])\xyfn +R( (xvyafun)a
7=0
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ol
bor(z,y,&m) = (AL +A)™"
biala,y,&m) = —box Y Tla, 3)0g, DI (AL + N0, DS bix (5.22)
avec !
A={|(M+%).(a+ﬂ)|+l:j+1,lgj}, (5.23)
les multi-indices o € N2 x N, a_: (a1, as), et B € N2 x N, 8= (3, [) donc
AL+ )+ 0] = A+ o)+ 2B+ ). (20

De plus b; , et R™) vérifiés les estimations en (4.31) avec les fonctions poids :

m
2

m(@,y,&,m) = (L4 || + |z2|™ + [y|* + €] + [&l* + Inf*) =,

1
oz, y,&m) = @@y, &) = (L4 || + o™ + [y + & + & + n*)?,
ou z = (r1,79) € R?, £ = (£1,&) € R% On utilise le lemme B.5.1, on trouve que
(Ap + \)™ est de classe trace si m vérifie la condition suivante :

% + k
>,

o 2. (5.25)

m

Donc

=2

—1
Tr(A,+ N = / tr(bya(z, . €, m))dadydédn + O(A)
R6

J

Il
o

=z

-1

= Cj,m()\) + O(A(SN)

W,
o

ou 0y dépend du type de homogénéité (M, %)

i) = [ tr(bs(o, &) dndydedn,
R
On calcule le premier terme de la forme asymptotique

omN) = [ trna(o.p,&m)dsdyd

= é 6 (R (s + X)) dadydEdn.
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On fait le changement de variables :

r =7y = dx :)\%dx’
ko ko
=\vy = dy =udy
y 1 Y y Y (5.26)
& =X = d¢ = \d¢
n =Xy = dnp =\
d’on
com(A) = A% / R ((pr (29 &) +1)™™) da'dy'd€' dnyf
R6
avec ag = —m + % + 2, on pose

co = / R (s (9, € 0') +1)7™) da'dy'd€'dyy
R6
alors pour prouver que ¢y # 0. On définit f(a), pour a € C tel que
f) = [ (Paw)+ 1+ avEPEgP) " ddyaay
RS

et pour a > 0, le changement de variables :

g/ — (l)%é—// = dfl — ldg//
(6] (0%
/ l 1 / "
n=—n = dy=—dn
donne
1 / / 14 2 -m / / 1 1
fl@) = = [ (P@y)+ 1+ VIET+P) ~ da'dy'dgdy"
[0 R6

et par une prolongation analytique pour tout o € C, on peut prendre oo = 7, donc

co = R(f(z)) don
G = — / (P(a:/, y) 1+ /e + W/y?)_ da' dy'd¢" dny”
R6
pour calculer l'intégrale précédente on fait le changement de variables :

&= (14 P(,y))2€" = de" = (1+ P(z,y))de"”

W= U PEY = d = (1 Py
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on obtient

/ (P(',y") + 1)2’”455/6@'/
R3

(1 + ‘6”,’4 + ‘77,”’2) o df///dnm,

R3

cette intégrale est positive, d’ott ¢y # 0.

Pour calculer le deuxiéme terme de Tr(AL — A)™™ on utilise (5.22) et (5.24), on

pose alors

5 . 21+ M ko + M
= max
0 INM ) M )

on suppose que

5, = 2k1 + M
2M
donc on pose
5 = ko + M
M
solent 0y = i—‘;, 0 = 2—11 Le deuxieme terme est alors by, y lorsque | = 0 et

ay + 1 = s, ol oy € N2, 3, € N. Alors

Do (T, 9, 6,m) = —box Son Tan, B1)0E DI (AL + )07 D3 b
et
A = {|aa| = so, |1 + 1] = so, |P1] = so}-

On fait le changement de variables (5.26) on a
Crom = A% / by (', &' ) da'dy' A
RS

ou
2ky + ko
M

by, (2,9, &', n') est le terme obtenu aprés 'application du changement de variable

o = —m -+ +2 —tyg = ag — to,

(5.26) & by, A (z,y, &, m) et factorisation pour A*'. Donc
Tr(AL + N)7™ = A% + ¢ A% + O(\*2),
ou m vérifie la condition (5.25) et

(0%)] < (%)) —tl.
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Preuve de l'existence de valeurs propres pour la famille quadratique

Lp(N)

On veut maintenant prouver 'existence de valeurs propres pour la famille
quadratique Lp(\) dans (5.17).

On prouve le résultat suivant.

Théoréme 5.4.2. L’opérateur Lp dans (5.17) est défini sur L2(R™) (R" = R™ X
R™ ) avec P est un polynome positif quasi-homogéne d’ordre M et de type (ki, k2)
et a est un opérateur pseudodifférentiel positif quasi-homogéne d’ordre M’ et de

type (0q,03). S’il existe j, j > 1 tel que :
nyly +naly = M'j,

ol ny+ny = n, alors il existe \g € C et uy € L*(R™), ug # 0 tel que Lp(Mo)ug = 0.

Preuve :
~ ~1
On associe & Lp(A), Popérateur matriciel non autoadjoint A; dans D(Hg) X
D(HZ) tel que
~1
~ 0 G
~A -0,
ou
Hy = a(D,,D,)+ P(z,y),
i) = alD..D,)+P(a.y) .
H, = —2P(x,y).
Le symbole de ./zl\L est
1
0 HZ
AL - 1 )
—H; —H;

avec
HO = a(gan)+P2(x>y)>
Hy, = _2P($7y)7
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alors le symbole A a deux valeurs propres complexes

pe = Pz, y) £iv/al,n). (5.29)

On trouve la forme asymptotique de TT(A\L + A\)~™ d’ordre A7, pour certain v et
A — 00, ot m est un réel suffisamment grand.

La démonstration s’achéve en utilisant la coincidence des spectres de Lp(\) et
A} et on utilise le théoréme de Lidskii aprés avoir montré que Tr(.ZL +A)"£0,

pour cela on prouve le résultat suivant. O

Proposition 5.4.2. Pour l'opérateur Ay, dans (5.27) avec P(x,y) un polynome
positif quasi homogéne d’ordre M et de type (ki,k2) et a(D,, D,) un opérateur
pseudodifférentiel positif quasi-homogéne d’ordre M’ et de type ({1,05), ot (z,y) €
R™ x R™ ny +ny =mn. Sl existe j, j > 1 tel que

nlfl + 71262 = M/j .

Alors pour
n1k1 + ngkg 2(711£1 + TLQEQ)
>
M + M’
on a
Tr(.ZL +A) 7T < A 4+ 056)\0‘0—56 + O\,
ot

o= (-0F [ (4 Pl e dedy [ (14 aEm) " dedn

]RQ

2(¢ 4
Oéo — _m+ k1n114\2k2n2 + (1”1‘1’”2 2)

M
o = ma (A, Mg )

01 < max {{Mlli\ljﬁfwl, M/%ﬁy&} \ 5} )
0o = B +EER
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04, 01 sont les numérateurs de &y, 01. De plus co # 0.

Preuve :
Le symbole By(z,y,&,n) de la paramétrix (,Zl\L + A)7"™ est donné par la forme

asymptotique :

=

-1

BA(%Z/afﬂ?) = bj,)\(xayagan)_‘_R(N)(xayagan)a
J

I
o

ou (z,y) € R™ x R™ =R".

bor(w,y,6m) = (An(z,y.&n) +A)™™

(5.30)
ij,,\(a:,y,f,n) = _bO,)\(x>y>€>77) ZAF(O‘aﬂ)
02, D8 (AL(x,y,&n) + A", D (. y,€,m)
et
A={|(M+ M) (a+8)+1=j7+1,1<j}
avec
M= (),
M/ = (%7%)
alors
ky 204 ko 205
(M + M) (a+ ) = (7 + 3o+ Bu) + (57 + 750 (a2 + B)

de plus les estimations en (4.31) sont vérifiées pour b;, et R™Y) avec les fonction
de poids :

m
2

n1 no n1 no
ey n) = (1 S S S e+ 3 w) |
=1 =1 =1 =1
ni no ni ng %
¢($, Z/, fa 77) - 80(957975777) - <1 + Z ’xl‘kl + Z ‘ylka + Z ’fi‘& + Z ‘nZVz) 5
=1 =1 =1 =1
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ZE:(Z'l,"' 7xn1)7 y:(yb 7yn2)7§:(517"' 75711)7 n = (7]17"' 77]712)‘

On utilise le lemme B.5.1, (./Zl\L + A)~" est de classe trace lorsque

> nlkl + anQ . 2(”161 -+ 71262)

7 iy . (5.31)

Donc

TT(./ZL + A)im = / t?”(bj)\(l', Y, 57 U))dxdydgdn + O(A(SN)
3 ]RQn

ou
cim(A) = /R2n tr(bj(z,y, &, n))dxdydédn.
De (5.29) on a
/R% tr(bo(z, y, & n))dedydEdn

= R (s + N " dedydEdn

R2n

pour calculer I'intégrale on fait le changement de variables :

king

de = M\ do,

dy = Ay,
2611
dé = A de,

209no

dn = X dn,

k
r = A\wg'

ko
= \my
Y (5.32)

204

AW ¢!

20

g /\Wn/

= Mmoo
Il
S R

on obtient

/2 tr(bo,)\(xa v, fa U))dﬂ?dydfdﬁ
R n

— AO{O §R (M+(I_/7y/7§/,,r]/) + 1)*m dl_/dy/dé-ldnl

R2n

ou

k1n1 + kgng 4 2€1n1 + 262712

aO:_m+ M M/ )
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avec la condition (5.31) sur m. On pose

co= [ Rpyp(a',y, &)+ 1) da'dy'dg'dnf
RQn

l.e.

CO,m()\) = )\ao Cop.

On prouve que ¢ # 0. Pour o € C, on définit

fe) = [ (Pe+1+ava@m) " avayagay

pour « > 0, on fait le changement de variables :

1 % 1 21{1»117;1
() ()

249 209n9

/ 1W// / 1IW/ 1
o=\ " = A= (o dn

flo) = G) /R (P@y) + 1 V(@) T dddy'ag

o

2n101+2n249

S22 Par prolongement analytique de f(a) pour tout o € C, on

ou p =
peut poser o = i. Pour avoir que R(f(7)) est non nulle il faut avoir une puissance

pair de % donc s’il existe 5, 7 > 1 tel que :
nlfl -+ nggg = M/j s (533)
ce qui donne que R(f(7)) est non nulle. Alors on a
1 o
2((5))
Q@
lorsque (5.33) est vérifié. Donc

Co = §R(f(l))
(1)

N

(P(:El,y/) +1+ /a(fl/’ 77”)> —-m dx’dy'dﬁlldn'/-

R2n
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Pour prouver que ¢y # 0, on commence par faire le changement de variables :

244 2011y

"= (1+ P y) e = dgT= (14 PG, y) e

20

17// — (1 + P(;E/7 y/))Tﬁn/// = dnl/ — (1 + P(x/’y/))u;e#d/r]///

on a alors

201nq

20on —-m
/ (1+ P(:L’/’ y/))—m—i— S v dx’dy// <1 +\/a(€", 77///)) " dn'.
n R’(l

d’ott on a ¢y # 0 car les intégrales précédentes sont positives.

Pour obtenir le deuxiéme terme de la trace on pose

0T MAN Y T T [

on suppose que

kq 2€1
Go— L 20
0 M + M,7
et donc
ko 2€2
5=t 22
1 M + M,7
soit §y = z—g, I 2—11 De (5.30) on déduit que ce terme est by, y, alors lorsque

a1+ 1 =spon a
biga(z,9,€,m) = —bo Z F(Oébﬁl)anggll (Ap + )\)manggllbl,,\
a1+P1=s0
On fait le changement de variable (5.32) on a

(N = / b (b (2 9, €, ) )dadyddn
]RQn

= A" / tr(by, («',y', &) da' dy'd€'dny
R2n
ou
kml + k2n2 4 nlﬁl + 77/262
M M’

et b (2',y,&',n') est obtenu de by, x(z,y,&,n) aprés Papplication du changement

ap = —m —lo = ap — 1o,

de variable (5.32) et une factorisation par A. Donc on a
Tr(AL 4+ A) 7™ =< oA + c; A (\) + O(A*2),

avec i = Qg — tl. O
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L’existence de solutions d’un probléme aux valeurs propres non-linéaires a
déja été étudié et résolu pour le cas n pair. Dans ce chapitre nous étudions
le cas n impair pour des familles d’opérateurs quadratiques et nous étudions
particulierement les cas n = 3,5, 7.

En suite, nous étudions les familles d’opérateurs quadratiques poly-homogénes et

elliptiques.
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6.1 Meéthode des traces pour des opérateurs ho-
mogenes
Dans cette section on étudie la famille quadratique d’opérateurs :
L(\) = Ho+ \H; + N°,

ou Hy, H; sont des opérateurs homogénes non bornés dans un espace de Hilbert
H, et qui vérifient les hypothéses (HC'), (HP—1), (HP—2), (HP—-3), (HCoer —
1), (HCoer — 2) du chapitre 4.

De plus il existe un cone A € C tel que pour tout z € A avec |z| > R, R > 0, il

existe un réel M et une constante C' tels que :
IL7H ) < Ol ™, VT € A,

ou I' est un rayon du croissance polynomial de L.

Pour la linéarisation du probléme on associe a L(A) l'opérateur Ay, tel que

0 1
—-Hy —H,;

Ap =

Dans la méthode de Chanillo-Helffer-Laptev, on cherche un nombre entier k£ pour
lequel on a T T(Azk) # 0. Lorsque la dimension n, assez grande, k devient tres
grand et cela nécessite beaucoup de calculs. Afin de réduire les calculs, nous
développons une technique basée sur les résultats suivants. Pour les preuves on a

besoin de l'intégrale de Cauchy

J(AL) = ]4 F() (AL — 1),

pour une fonction f holomorphe sur un contour A du plan complexe C (ou
%\F(T)d’i’ = i /AF(T)CZT, I'intégration sur un contour dans le plan complexe).
Dans les résultats suivants € est simplement le demi plan {z € C: R(2) < 0} et
[' est une courbe dans €2 comme sur la figure 6.1.

On commence par donner les propositions suivantes.
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r Im A\

T+0
Re A

Fi1G. 6.1 — Le contour I

Proposition 6.1.1. 1l existe kg € N, kg > 1 et un ouvert Q (c.f. fig.6.1), tels

que pour tout k > kg, pour tout T € 2 on a

Tr((Ap —7)"*) = —%TT (% [Ll(T)L'(T)]) : (6.1)

Preuve :
Pour k assez grand on a (Ap — T)_(k'“) de classe trace pour tout 7 € 2. On pose
alors ko U'entier le plus petit pour lequel (A — T)_(k0+1) est de classe trace. En

utilisant le lemme 3.2.2 on obtient

_ 1 d*o _
Tr((Ap—n) ™) = T (dio (A=) 1) |
car on a
d* -1 dr 1 '
Tr W(AL —7) =Tr s [LY(T)L'(1)] ),
donc on a le résultat. O
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3 ,
Proposition 6.1.2. On suppose que pour tout 0, 5 < 0 < 27T e est un rayon
de croissance minimale. Soit I' un contour dans le plan compleze (c.f. fig.6.1).

On suppose que f est une fonction holomorphe dans
{7 : |arg(7)| < g+5}U{Ti |T| <r,r >0}
vérifiant
()] < CA+|r))" %) | vreC, R(r) <0, pour quelque ko € N.

Alors f(AL) est a trace et

Tr(f(Ap)) =1Tr (75 L_I(T)L/(T)f(T)dT) : (6.2)

Preuve :
Les hypothéses de la proposition garantissent U'existence de L™!(7) lorsque 7 € T..
Pour une fonction holomorphe f dans {7 : [arg(7)| < §+d}U{T : |7| < 7,7 > 0},
on utilise la théorie spectrale et le théoréme de Lidskii on a
> ), (6.3)
Aj€a(ArL)
ot o(Ar) est le spectre de Ay.

En utilisant le théoréme de Cauchy on a

G

rT =N

f) =

en prenant la somme sur tout \; € o(Ay) i.e.

j{ dT,
r

Aj EU(.AL Aeo(ArL)

parce que on a

Tr((A—r) ) == 3 —

T A
Ajeo(Ar)

en utilisant la proposition 6.1.1 avec k = 0 et si L™(7)L/(7) est de classe trace

on obtient alors
Tr ((AL - 7')_1) = -Tr ([L_I(T)L/(T)]) ,
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donc on a
Tr(f(Ap)) =Tr (?4 [L7'(7)L/(1)] f(T)dT) .
r
k
Maintenant, lorsque s [L_I(T)L/ (7)] est de classe trace pour k > 1, on pose
T

f(r) = F® (1), (6.4)
ou F'® est la k-iéme primitive de f, en utilisant alors I'intégrale de Cauchy on a

FOG) = FP () k—!]{vﬂﬁ

- A% — )\j)kJrl ’
en prenant la somme sur tout \; € o(.AL), on obtient
1
_ kD))
Tr ((AL T) ) = Z CEswE=s
Aj€a(ArL)
grace a la proposition 6.1.1 on a
1 k! d*
S g (i Ny 5
Z (7- _ )\j)k—i—l 2 r (di [ (T) (7)]) )
Aol Ar)

d’ou

> 1) =Tr (g o) [0 ),

Ajeo(Ar)

en faisant k£ intégrations par partie i.e.

000 = 1 (§ L oL ) P,

en utilisant (6.3) et (6.4) on obtient (6.2). O
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Proposition 6.1.3. Sl existe une fonction holomorphe dans
{7 |arg(7)| < g +oyU{r || <r,r >0},

veérifiant

() <O+ [0 Ve, R(:) <0, (6.5)
telle que :
Tr (j{ L_I(T)L,(T)f(T)dT) # 0, (6.6)
r
ou I' est le méme contour de la proposition précédente. Alors L a au moins une

valeur propre non nulle.

Preuve :
Le spectre de L coincide avec le spectre de A, alors en utilisant le théoréme de
Lidskii
Tr(f(A) = > f(),
Aea(L)
ot (L) est le spectre de L. Alors en utilisant la proposition (6.1.2) la démons-
tration est achevée. O

Notre technique est basée sur la condition (6.6).

On considére maintenant la famille quadratique :
Lp(A) = A+ (P(x) = }),

avec P un polynome elliptique et homogéne de degré M > 2.

Notre objectif est de prouver la conjecture suivante.

Conjecture 6.1.1. Pour toute dimension n, pour tout M > 2 on a

O'(Lp) 7é Q)

o(Lp) désigne le spectre de Lp.

On prouve le résultat suivant pour des familles d’opérateurs homogénes lorsque
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Théoréme 6.1.1. Pour les dimensions n = 1,3, pour tout M > 2 on a

o(Lp) # 0.

Pour n = 5, n = 7, on donne des cas particuliers ou cette conjecture est
vérifiée ( voir I'étude en préparation [1]).
On transforme le probléme de Lp, en un probléme avec petit paramétre semi-

classique h > 0. Comme on I’a vu dans la section précédente, on fait le changement

M+1

de variables z = 'yﬁy et on pose h=~""M | = %

On obtient alors que Lp(A) est unitairement équivalent a
Li(p) = =W*A+ (P(y) — p)*.

On cherche une paramétrix pour Eh. Le symbole, B(x,&,7), de Egl admet la

forme asymptotique :

B(r,z,&) < Y By(r,2,§)h™ + BPNPPREN (7 2. ¢) (6.7)
0<j<N
avec
1
BO(7_> z, ) = Ma
(6.8)
et

A = {y@+ﬂy:2(]‘—1), 0§l§j—1},

1\ 200 (_qyi-t+l8]

de plus il existe des fonction poids m, ¢, ¢, pour tous multi-indices («, ) €
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N™ x N, il existe des constantes Cyp(a, 3), Cj(a, 3), C™)(a, B) avec

o8 1 ~lal, 18]
aéaxBo(T,x,f) S CO(a?B)m(ZE,f)+‘T|2¢ 2 9
a8, . I S e
00, By(t,2,8)| < CJ(Oz,ﬂ)m(%g) n m2¢ © ,
LRV (. 6)| < C(a,5)(pp) N G EEIVIDS),

(6.9)
pour tout 7 € A, pour tout (z,&) € R*". Comme on a vu dans le chapitre 4 on

peut prendre
(1€ + 2 +1)2

1

(117 + |2 4 1)z

m(z,§)
o(z,§) = ¢(,§)

On trouve alors le résultat suivant.

Proposition 6.1.4. Le h-symbole de Weyl de l'opérateur Egl(T) est :

1 Ly(1,w,§) | La(7,2,€) 4 ()
BN = T (L3<m,§> ! L%x,f)) P

ot RW (1,1, &) vérifie Uestimation d’erreur dans (6.9) et

L(r,z,§) = [{°+ (P(z) —7)%
Ly(r,2,§) = (P(x) —7)AP(z) + [VP(2),
Ly(r.2.6) = =2((P(@) = 1)D*P@)EL + (VP(2).6) + (P(a) = 1) [VP(@) ),
ou D*P(x) désigne, la dérivée seconde de P(z), la matrice Hessienne,
"L 0?P(x)
AP(xz) = ) o
oP@)  0P()
_ OP(x x
VP(IL') - ( axl P axn )7
le point ”.” désigne le produit scalaire.

Pour pouvoir appliquer notre technique en utilisant la condition (6.6), il faut
calculer la composition de Zgl(T) et L'(7). Le lemme suivant nous évite ce calcul

en utilisant la trace qui donne le produit de symboles au lieu de la composition.
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Lemme 6.1.1. Soient §, T deuz opérateurs h-pseudodifférentiel vérifiant des hy-
potheses de chapitre 4. Les symboles de §, T sont S(x, &), T'(x,§), respectivement.
Alors

Tr(ST) = S(x, )T (z, €)dxde. (6.10)

Pour simplifier on pose
L@ T) = 7{ L ()T (r) ().
r

Donc on peut prouver le résultat suivant.

Lemme 6.1.2. Soient f, I' définis comme dans la proposition 6.1.2. Alors

N

Tr <Lf,h@glfl)) = (271r)n Z (7{ ng(T,IL’,f)L/(T’x7€)f(7—)d7—) R O (RN 2y,

ot Byj(1,2,€), j > 0 sont les coefficients du symbole de Egl(T).

Preuve :
Pour trouver la forme asymptotique du symbole de Z,;lf’ on utilise la forme
asymptotique (6.7) de la paramétrix de E(T) et on utilise le lemme 6.1.1 on
obtient :
N
B(Ta x, f)L,(7—7 X, 5) = Z B2j (7—7 x, é)L/(Tu x, é)hzj + h2N+2RBL’(2N) (T)
=0
oll Byj vérifié les estimations (6.9), et pour tous multi-indices (a, 3), il existe des

constantes C'r/(av, (), CJ(BAL[), (a, ) telles que :

002 (r,2,6)| < Cula B)y/mlw 8o e,

RO, < G gl MDD )

)

pour des fonctions poids m, ¢, ¢, pour tout (z,£) € R*", 7 € I'. Donc

1
(2mh)™

Tr (Lm(i,;li’)) = /RQH]{B(T,a:,{)L'(T,a:,f)f(T)dea:df
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1 N
= ; ! 2j IN+2—n
- (27Th)n ]z:; (/R?” ﬁBQJ (77'77’ f)L (7_,517, f)f(’r)d’f) h Jdl’df —+ O(h )

d’otu le résultat. O
Le résultat suivant entraine la preuve du théoréme 6.1.1 en utilisant le théoréme

de Lidskii et la colncidence de spectres de L(\) et Ap.

Théoréme 6.1.2. Sous les hypotheses de la proposition 6.1.2 sur f, on a

D) =) Co(HRY T+ O(F), h— 0, (6.11)

Aeo(Tn) 720

ot les Cyj sont des coefficients complexes qui ont la forme suivante :
1
Co;(f) = —/ ]{sz,f(x,§)L/(1’>€,T)f(7)d7d$d€ (6.12)
(2m)™ Jpen Jr

ot byj(x,€), j >0, sont les termes du symbole de E;LI(T). De plus on a

i) sin est pair, alors Co(f) # 0 avec

it) sin est impair, alors Co(f) = 0.

iii) sin = 1,3, alors Cay(f) # 0 tel que pourn =1 on a

Co(f) = —1—16 /]R fO(P)(P'(x))2d,

et pour n =3 on a

1

Cof) = 45 /R PPV Pz

iv) sin est impair avec n > 5, alors Cy(f) = 0.

148



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

6.1. Méthode des traces pour des opérateurs homogénes

6.1.1 Preuve (i) et (i)

L’existence du développement asymptotique pour T (f (A\L)) avec C;(f) de
la forme (6.33), résulte directement de la proposition 6.1.1 et du lemme 6.1.2.
On commence par calculer Cy(f) qui a la forme suivante :

1

Co(f) = o /R ) f[} bor(x, &)L (w, €, 7) f(T)drdxde

_ b V@61)
= (27)" /R%]g L(z,€,7) f(r)drdxdg

1
la fonction m a deux poles lorsque 7 = P(z) F i|{|, en appliquant alors
le théoréeme des résidus on a
1 P(x) —T P(x)—71_
Co(f) = ——n/ Lf(ﬂ)JrLf(T—) dzd§
2m)™ Jpon \ Ty — T T — Ty
(6.13)
1
= — ) dxd€.
e [ )+ F() e

Pour calculer I'intégrale a droite on pose
fl)= | f(P@)+ algl)dods
R2n
holomorphe dans

{a € C,R(a) > —0,9 > 0}.
Pour a réel et a > 0, avec le changement de variable n = a& on obtient

floy=—- [ f(P@) + nl)dedn,

Oén RQn
par prolongement analytique on a
. 1
F(Pa) + i€l)dode = - [ F(P(a) + nl)dady
RQn 1 R?n
Il résulte alors que :

2 1

) = s T o, TP+ i,
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si m est pair, ce qui prouve (i).

si n est impair on aura

de (6.13) on obtient

ce qui prouve (7).

6.1.2 Preuve (ii7)

Pour (ii7) on a besoin de calculer Cy(f) qui a la forme suivante :

Co(f;z) = bor(x, &)L (x,&,7) f(T)drdxd

R2n JT

L2 X f T L/(I' 5 T) L3($,§,T>L/(ZE,£,7)
27’(’ /RQn%< -

T w.E7) Li(o.6.7) ) f(r)drdxdg.

Ly, Ly ont les formes données dans la proposition 6.1.4.

Pour 7 réel, 7 < 0 on fait le changement de variable :

§=(P(x) —1)n,
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alors on obtient

) = Gy L%((#) (. )
)

=
&_
\_/q
|
ey
o —
||
3
N—
S
S
—~
B
[N}
4+ |~
—
~—
w
=

(6.14)

Pour n=1

On commence par le cas n = 1.
On calcule les intégrales en 7 le long de I' en appliquant le théoréme des résidus.

On pose
Co(f) = C5P(f) + C2(),
avec

) = (- n) [ aP@y (P
1

R
2 2
o) =~ + 3+ 300) [ IvP@RrO s

O / ﬁdn,
PRET e (2 + 1)

Pour calculer bgl), bfll), bfﬂ on utilise I'annexe C on obtient alors

ou (c.f. 'annexe C) :

3

o= 20
s 8
5

b = e

4 167
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et )
b = / 1 _q
s r (M +1)* !

—/ L 4 / U
N U SO Ve

= bigl) - bz(ll)7

™

16

L’intégration par parties donne

/R J"(P(a)) P! (2)dx = — / O (P()) (P'(2))da

d’out on a

8

1 4 2
Colf) = o (—§bg+§b4,1+§b4) /R fO(P)(P'(x))%dx

. (1—16) | 1o@ P @y

Si on choisit par exemple
f(r)=(r+2)7", aveck >1
on a alors
Co(f) # 0.
Pour n =3

Pour terminer la preuve de (iii), on traite le cas n = 3.

On reprend le calcul de Cy(f) comme précédemment i.e.

citn = (- 2) [ AP@(P@)s
1 2 . 2 3
csn) = (g 50+ 500 [ IvP@Pr P

En intégrant par partie on obtient
f(P(x))D*P(x)n.ndx + [ f'(P(x))(VP(z).n) de =0
R? R3
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et
/f(P(x))AP(a:)dx—l—/ f'(P(x))|VP(x)|*dr =0
R3 R3
d’ott on a
13
Co(f) = (—) (a0 + 80f2) + 46”) / f'(P)|V P(x)Pdx
21 ’ R3
1\? /1772 ,
= (= P)|VP(z)*d
() () [ reavrepa
1 / 2
= —0= | J(P)IVP(z)[dz,
481 R3
ou
2
b(3) _ T
3 47
7
b(3) _
4 5 )
3 ’
b4,1 - 2%
Ce qui achéve la preuve de (7). O

6.1.3 Preuve de (iv)

On obtient la preuve de (iv) en utilisant la forme (6.14) de Cy(f), car pour

n > 5, les termes sont analytiques en 7.
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6.2 n=5etn=7

Pour la preuve de (iv), en utilisant 6.14 on calcule Cy(f) pour le cas n =5 et

n = 7. Grace au théoréeme de Cauchy on obtient

ci) = (' -20) [ AP@P@) - )f(r)drds
= 0,

C2(f) = ——b(5 b b(5) VP(x drd
3(5) w5t 500 ) [ IvP@P s
= 0,

car f(7) et (P(x) — 7)f(7) sont analytiques pour tout 7 € T'.
De méme, pour n = 7. Ce qui achéve la démonstration du théoréeme 6.1.2. O
D’aprés le théoréme 6.1.2 on doit calculer alors Cy(f), pour les dimensions n = 5,

n="="T.

Calculs de C\"(f), n=5,7

Pour calculer Cﬁ”)( f) qui a la forme

B4 (7, 2,)(=2(P(x) — 7)) f(r)drdxds,

227? R2n

d’aprés la formule de récurrence dans (6.8), By(7, x,&) a la forme suivante :

B4(7’,1’,€) = —Bo(T,.T,f){ Z F(O>ﬁ>a£L(T>xa6)8580(7_7-%’6)

|B|=4
4 Z @, 0)0¢ L(7, 2, £) 0y Ba(T, 2, )
|a|=2
+Z 8ﬁLTxf)8ﬁB2(7'x5)}
|Bl|=4

ou les autres termes de la formule de récurrence dans (6.8) s’annulent lorsque
j=2et |a+[] =4— 2 avec
i) [a| =4 et | =0 car OFL(7,x,§) = 0 lorsque |a| > 3,
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if) |a| # 0 et [5] #0, 0 < I < 4 car 9209 L(r,2,€) = 0.

. C{(f52) = Ci(f;2) + Ci(fiw) + C(f52), pour n=5,T,
C(f) - g 43T 3 10022 1 (2 Ple) = ) (s
CHf) = N3 [(a, 0)IP (~2(P(x) — 7)) f(7)drdz,

Ci(f) = S 3)0¢ L(7,2, &)1 (—2(P(x) — 7)) f (r)drda,

o= /Rn<|s|2+<P1<x>—T>2)a? (\5\2+<P1<x>—7>2)d5’ 61 =4

- n<1512 — (Pl(x)_ﬂ?)(6?\5\2)(89?32(7@,&))%, al =2,

W= [ (W . (pl(x) - 7)2) (0Ba(r.2.)) de. 6] =2.
Pour calculer [ gl), Ic(f), 1 g)’), on commence par faire le changement de variable
pour 7 < 0 :
§=(P(x) —7)n,
donc
B = a0 o
ou

1 1
- 9P dn.
B é L+ |n[2 " (HW) K

Pour calculer I'intégrale par rapport a n, on commence par calculer les dérivés

1
@ﬁ
! (1+|n|2)
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ou = (0, -, Fn) € N" avec seulement deux cas possibles pour avoir a(3) # 0,
le cas |B] = |B;| =4 et le cas |B| = | 3] + |Ok| = 4 avec | 3| = |5k = 2 donc on a
1 24 288n? 41(2n;)4
85( 2) - Z 23 77324+ (77])25
L+ n| S (L !77! P @+t (L +[nl?)
n Z CA8((m)* + (qe)?) | AN
S, (L !77! (L+[n[*)* (L+[n[*)>
J#k
Pour calculer a(f3) il faut calculer alors les intégrales bg.fl,g,o, pour j = 4,5,6,
k =1,2, donc
ar si|Bl =16 =4
a(B) = . ’
ag si|B] = |65 + Bkl = 4, |B;] = |B| = 2
ou
a] = %b4n) 1 b(n 1b6n2),
= bénl 1
Dot on a
o _ j{ _ e 2 a1 p
4 (fa .T) 7—) ]2:; Tj (P(l‘) - T)anf(T) T

?4 -7 Z Q%ax —7) —(P(a:) — 7_)8_71]‘?(7)al7.

Jj#k

Donc pour n =5 on a

Cl(fix) = C{ Y (fr ) + O (fr ),

avec

e = (-2 >, (2)) = 2002 > (82 62, P()) ) F(P(x),

JF#k

Cl2(f) = (m Z (&2 P(x))* + das Y (&P P(x )))f’(P(;E)).

J7#k
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Pour n = 7, grace au théoreme de Cauchy on a

Ci(f) =

Pour C(f;x), pour simplifier les calculs on préfére effectuer une intégration par
partie en x pour éviter de calculer 9 By qui demande beaucoup de calculs. Pour
avoir 'intégrabilité en x, il faut intégrer en 7 sur I', mais l'intégrale est semi-
convergente d’ott on peut pas changer les ordres d’intégrations. Pour cela on

introduit une troncature x(ex) en z, avec x € C°(R™), x(0) = 1, telle que :

citria =2y | f(/w (@) Bafriz, 2T 5> e

I'intégration par partie |«| fois donne

Ci(fizx) = 211_%/”]{ (/Rn oy ( (ex) (( 5))) By (T3 f)df) f(r)drdx,
= o[ ([ 7 (29 i) i

Pour n = 5, on obtient

Ci(fix) = CPH(f;2) + CT*(fi2) + CF°(f; ).
avec

C(fia) = (30 =0 = ol + 267)) (AP(@)),
C(fra) = (=40 + 300 + 3087 — 4bfl) — 667 + 470 (AP(@)[VP@)P),

C¥(fim) = (=08 +b6) + 2667 — 300 — 47) (VP @)Y

Pour n =17, on a
Ci(fim) = CY (f;2) + CF*(f; ).
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avec

C(fiw) = (=507 o)+ 567 — s} — so” + 86T ) (AP(2)| VP () ),

C22(fiz) = ( 3607 + 667 + 10657 — 8b7) — 8b(77)) (IVP(z)[4).
Pour C3(f;x), on suit la méthode précédente en définissant une fonction tronca-

ture pour pouvoir appliquer I'intégration par partie en £ pour éviter de dériver

By(1;2,€), d’ont on obtient

C3(f:x) = G /Rﬁ/ B)0¢ L(T, x,¢)

18]=4

2P =) (% = ) (Balr. 2,)) def ()
Pour n=5o0on a
Ci(fix) = CPM(fra) + CPP(fr o) + CP° (f; ),

avec

C(fim) = (-0 +60) (AP(@))? = 8brz Y5, (82 Pla))?

by D (02 P())(02, P(x)) = 16br.10 > (00,00 P(2))?) f/(P(x)

i#k i#k

tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

C(fia) = (o8 = 1268) = 607 + 80)) (VP (2)PAP(2))
b1 31 (00, P(2)? (0, P(2)) + 8br 3,4 (0, PL) (32, P(2))

160711 D (D, P(2)) (D P()) (s, 00, P(2)) ) £ (P ()

ik

C¥(fia) = ((—5b8 + 600+ 365 = 2601) (IVP(@)[*)
b1 3351 (0, P(2)! = e 1 5, (02, P(2)) (02, P(@))2) [ (P ()
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Pour n=7o0n a

Ci(fia) = CPM(fra) + CY2(fra) + CF° (f; ),

avec

c?(fim) = (268 - 126} - 20 + 867) (IVP(2)PAP(2).
+16b72 327 (O, P(2))*(92, P () + 16b7.1.10 3405, P(2))*(82, P(2))

320711 D (D, P(2)) (D P(2))(Or, 00, P(2)) ) (P ()
J7#k

C¥(fia) = (-0 + 60 + 268 — 867 (VP()Y).

—8b1 32 (00, P(2)" = 247,11 5, (00, P())*(00, P@)?) £ (P(2)).
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On pose :

ay = %b6,2 - 1—1255,1 + 9—1654

Qa2 = b6,1,1

er = %54 — bs1 — bs + 2bg 1

es = —3bs+ b5y + 5bs — 8bs1 — 8bg + 8br s
es = —3bs+ 6bgq + 100 — 8b71 — 8b7

g1 = —bs+6bg;

gs = 2b5 - 246671 - 266 + 16b771

g3 = —bs +6bs1 + 2bs — 8br 1.

Donc pour n =5 on a
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Cu(fix) = Ci(f;x)+ Ci(f;x) + Ci(f;x)
= Ao(x)f(P(x)) + Ai(z) f'(P(x)) + Ag(x) f"(P(x)) + As(z) fO) (P(x)),

ot le coefficient Ay(x) a la forme :

5

Ag(z) = —20a; Yy (93 P(x)) —20ay » (9202 P(x)),

j=1 J#k
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le coefficient A;(x) a la forme :

Ay(z) = 12a1 ) (92 P(x))’ +4a Y (97 P(x)) (%, P()),
j=1 J#k
+(er + g1)(AP(2))* — 8br Z(&%jp(x)f

—8br11 Y (02 P(x))(02, P(x))

i#k
—16b7.1 4 Z(axjaxkp(x)ﬂ

i#k

le coefficient Ay(z) a la forme :

Aw) = I AP VP + 80 Y0, P) 3, Pl)

J=1

+8br11 Y (0, P(x))*(07, P(x))
ik

1166711 > (00, P2)) (D, P(2))(0r, 0, P(a)
Jj#k

le coefficient A3(z) a la forme :

(€3 Z 93) IV P(x)|! - %bw > (0, P(x))*

Jj=1

As(z) =

—Abg11 > (Oa, P(2))*(0n, (1)),
i#k
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en utilisant I'annexe C, on obtient

3 3
_ = 4 T~ 2 52
J#k
1173 2
Jj#k
T APP - TS0 )@, Py
160 240 Tk
JjF#k
3
2 2
Ay(z) = —\VP\ AP*‘@Z(%P)@@P)
2 ) 2
130 (0, P(x))(0,, P)* + QTIOZ@%@%P)(@ P) (04, P)
Jj#k J#k
_ a_ T a_ T

(6.15)

Et pour n =7 on a

Cu(fiz) = Ci(fix)+ Ci(f;2) + C3(f;x)
= Ao(x)f(P(x)) + Ai(z) f/(P(x)),
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6.2. n=5etn="7

ou
7

Ao(z) = (ea+ go)(AP(@))[VP(2) + 16br2 Y (0, P(2))*(D2 P(2))

J=1

+16b7.11 Y (0, P(2))*(02, P(x))

J7#k

132011 3 (04, P(2)) (9, P(2))(0r, 0, P(a)
J#k

7

Ai(z) = (es+gs)|VP(@)[* = 8brz ¥ (0y, P(x))*

j=1

—24b7,171 Z(@xjp(x))z(amf’(x))?
i7k

de méme, en utilisant 'annexe C, on a

A(x) = 17;0 (82, P)(0:,P)” + 37;02@2 P(2)) (0, P)?
+150 ;(axjamp)(awjp)(a%p)
Ax) = ~ VPl iy 20V = gy 20 PO

Ces calculs raménent & donner la conjecture suivante.
Conjecture 6.2.1. Pour f(1) = (1 +t)7%, k> w ett>0, ona
Cin)(f) #£0, pourn=>5,7,

avec

CP(1) = s | Caltsads

(6.16)
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Cette propriété est vérifice pour le polynome |z|%. Parmi les cas particuliers
pour lesquels cette propriété est vérifiée, on a les polynémes avec les conditions

suivantes :

- P(x) =3 e, 2], a; > 0,n=5T.
= P(x) = Y1) pen QjkTjT4, est une forme définie positive pour n =5, 7.
— Pour n =7 et P un polynéme convexe.

— Pour n = 5 et P un polyndéme convexe qui vérifie de plus les inégalités

suivantes :

Y agp < 2> 0P,

1<5,k<5 1<5<5
(6.17)
2 2
> (ap) < ux s (22p)
7k 1<5<5
1<j4,k<5

on déduit la premiére inégalité de la forme de Ag(x) dans (6.15), et la deuxiéme

de la forme de A;(z) dans (6.15).
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Exemple 6.2.1. Pour n = 7T cette propriété est vérifiée pour les polynémes

convexe de la forme
P(z) = () azaf)™”?,
j=1

pour m = 2,4,6, a; > 0.

Dans l'appendice D on donne des résultats numériques pour le calcul de

Cin)( f) pour des polyndmes elliptiques non convexes pour n =5, 7.
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6.3 Annulation des coefficients en grande dimen-
sion

Dans ce paragraphe on cherche la dimension n impaire et 5 pour lesquels les
coefficients Cé?)( f) dans la formule de la trace (6.11) s’anulles.

On traite la relation (6.8), donc par récurrence en j, on obtient

Ko(z2,6) = Y Qk D ,ff) (6.18)

J+H1<k<3j

ott QY (x, P — z,£) est un polynome dans ((P — 2),€), de degré total inférieur ou
égale a k — 2, avec des coefficients dépendent des dérivés de P(x).
On désigne par Val[Qij |, la valuation de Qij comme polynoéme en P — z,£. On

donne maintenant la définition de la valuation.

Définition 6.3.1. On désigne par I l’idéal engendré par &1, -+ ,&q, P — 2z, dans
UVanneau C*(Re x R,). Si Q € C*(Re x R,), val[Q] est Uentier le plus grand p
tel que Q) € IP.

Lemme 6.3.1. On a
val[QY] > 2(k — 1 —2j), for 2j +2 <k <3j, and j > 1.

Preuve :
On raisonne par récurrence en j, en utilisant (6.8) et la formule suivante pour @

et L appartiennent a C*°(R"), avec multi-indice ov € N, tels que :

aa—“fQ(a“ﬂ L)’“ ce (@w L)M
(Lk+1) Z Ch ) JE (6.19)

on somme pour tout v; € N, p; € N,y <o, g+ pog = pu, pa|ya|+- -+ pelve| =
|- O

Le résultat suivant donne pour quels n, j on a 02(?)( f)=0.
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Théoréme 6.3.1. Pour une fonction f définie comme ci-dessus, pour tout n > 1.
Les coefficients du développement (6.11) possédent les propriétés suivantes :
Sin est impair,

Co”(f) =0 (6.20)
et su n est pair,
CM(f) = 2(=1)"?(2m)" / F(P(x) + |n|)dxdn. (6.21)
n,J) R"
Pour les termes avec 7 > 1, on a le résultat suivant :
(=Y [ Auul)®Pla)ds, (622
ot Agj () sont des polynomes dans 0} P(x), |y| < 27 et n; dépend de j.
De plus, si n est impair, alors Oé?)(f) =0 pourn > 45 + 1.

Preuve :

On commence par calculer C(()n)( f). On a l'intégrale suivante :

— Q(P(x)—z) z)dz ~.T
/Rgnjg ]2+ (P(z) — Z)zf( )dzd&dz,

ou dr = (2m)"dz. Grace au théoréme des résidus on obtient

c8(n = [ [ P+ i)+ £(Pa) — eDldsds

Pour a >0 on a

/R/ x) + alé|)dédr = a~ é/ ©) + |€])dédx

Par un prolongement analytique on peut poser a = i d’otl on a la formule (6.20)

et (6.21). Pour n pair, il existe une fonction f, qui vérifie (6.5) telle que :

C(f) #0.

Pour j > 1, en utilisant (6.18), on a

/ / 7{ P() = QP (5, Pa) =2,6) v 6

. k+1
U jpi<k<s; L(z2.¢)
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Maintenant, on prouve le résultat suivant :
Cé?)(f) =0, pourdj+1<n.

Pour cela on introduit l'intégrale suivante, pour v > 0,v > 0,

Jevf(u,v) = 7{ @ +(Z)U:Z;;2)k+lf(z)dz, (6.24)
de plus, on a
_1\k Ak
Jewf(0) = & kll) %JO,,, Flu, ). (6.25)

Pour k=0o0n a

Jowf(u,v) = j{mf(z)dz

(v—2)

= 7{ gl(z). dz—i—% 92(2), dz,
Y CAl CR VD)) T (2= (v =iu)
ott I'yi /a, T'yiym sont les contours autour de v + iy/u, v — iy/u respectivement,

et
_ (b=2)"f(2)
o) = i)

 (v=2)"f(2)
9(2) = (v +iva)

En utilisant le théoréme des résidus, on a

Jouf(u,0) = g1(v+ivu) + g2(v — iv/u).

1
21V

Jowfn,0) = o (F) a2 (0 + iv/a) — w2 (0 — /i) ). (6.26)

Pour prouver que 02(?)( f) = 0 lorsque n > 45 + 1, on va prouver que les termes

de la somme dans (6.23) s’annulent aprés intégration par rapport z et .
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On suppose j + 1 < k <25+ 1. Parce que on a
i](l' P _Z f ZRV'y )ug'y’

donc on obtient que l'intégrale suivante

Tpgoi(f /% —Z Qk (2, P(z) S)f(z)dzd€

Z T, 5)1@-{—1

est une somme des intégrales des formes suivantes :

(P(x) — 2)"
L(f)(x,€) Zéwf(z)dz

Une intégration par partie en z donne la formule suivante :

(D8 = 1) = 1) (6:27)
On peut poser v = 0. De plus on a
-1 k—1 ak—l
1§ @), 6) = e o P i

En utilisant la formule (6.26), parce que f(v £ iy/u) est d’ordre y/u, donc :

w172 f(v+iva)

est d’ordre u*/2, d’otl gjk__ll <u(”*1)/2f(v + z\/ﬂ)) est d’ordre u*/2=(*=1 et on

posant u = |£|* et v = 0 on obtient

157 (9)(2.) = (1€l ~¢),
proche de & = 0. On note que pour k < 2j+1letd>4j+1onak < %l—l—l,
par conséquent on a & — I§(g)(z, &) est intégrable en utilisant la technique de
prolongement analytique utilisé pour j = 0, on obtient I¥!(g)(z, £) = 0, donc

/f{ 2P() = 2)Q (@ P@) =2,8) ¢y ue g

On suppose maintenant 2j + 2 < k < 3j. En utilisant le lemme (6.3.1) on a

(2, P(x) — 2,€) = Z R, (z)(P(x) — 2)7&".

V] >2(2k—1-2y)
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De méme que précédemment, on a

e [ fAP@ e
b= 3 Rl | e s

vy >2(2k—1—2;

en utilisant (6.26) on arrive a poser v = 0 pour l'intégrale par rapport a z. Puisque
les conditions 27+ 2 < k < 37, d > 47+ 1 implique que k < %l—l— 1, d’ot1 on obtient
que & — I§(g)(z, €) est intégrable, et la démonstration est achevée en utilisant la

technique de prolongement analytique. O

6.3.1 Conjecture

Ce que on a prouvé pour le cas n = 1, 3, suggére d’énoncer la conjecture sui-

vante :

Conjecture 6.3.1. Pour tout j € N, j > 1, il existe [ vérifie (6.1.2) tel que :
CV(f) #£0, et CSI0(f) # 0. (6.28)

On a vérifié cette conjecture pour n = 1 et n = 3 ainsi que pour des familles de

polynémes pour n = 5 et n = 7. Dans la section précédente on a calculé Cf’)( f)
et Cf)( f), ces deux coefficients ont demandé beaucoup de calculs et contiennent
beaucoup termes. Des calculs numériques peuvent donner des indications sur le
résultat mais pour des cas particuliers des polyndémes non convexes.
La preuve de cette conjecture montrerait naturellement la conjecture (6.1.1) (i.e.
o(Lp) # pour toute dimension n et pour tout polynéme P elliptique de degré
supérieur ou égale a 2)

Dans le chapitre suivant on va montrer que la propriété CQ(?)( f) # 0 donne

une estimation de densité de valeurs propres.
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6.4 Polynoémes elliptiques

On peut appliquer les résultats précédents pour des polynéomes, P(z), poly-

homogenes (c.f. 4.1.1) et elliptiques i.e.
P(z) = Pp(x) + Pp1(z) + - - - Pi(x) + Py(x), (6.29)
ot P; est homogene de degré j et

P, (z) >0, pourz € RN{0}.

P(¢my) = CPO(y)
avec € = C_% — Rt et
PE(y) = Pu(y) + ePp1(y) + - + " Poly). (6.30)

Donc P est une famille polynomiale elliptique. De plus, on a que la formule
dans (6.9) est uniforme dans le petit paramétre ¢, i.e. pour tout 0 < ¢ < 1, il

existe une constante C' > 0, qui dépend pas de ¢, il existe R > 0, tels que
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PO ()| = Cly|™,
pour tout |y| > R. Pour des familles polynomiales d’opérateurs L(\), avec
L(\) = —A+ (P(z) = A,

ol P est un polynome quasi elliptique (c.f. défenition 4.1.3). On considére la

famille d’opérateurs semi-classiques E\FL, h ™\, 0, du symbole suivant :

Liriz,&) = Y Li(r.z,&)hw,

0<j<2m
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ou
Lo(T,x,§) = —A+(Pm(a:)—7')2,
m—1
Lj(r,z, )j:1 = 2(Pu(v) = 7)Ppj() + (Pos(2))>+ Y (Pues(@))’
O<]9§;r:—1 OS;iEﬂ_l
2m
Lo " = 3 Ba@P+ Y (Paca(@)?

j=2s st
pour tout 7 € A, pour tout (z,&) € R?". On trouve la paramétrix de L.
Le symbole, Bp(z, &, 1), de Z,;l admet la forme asymptotique suivante (avec le

polynéme P= P, + P, 1+ P+ R) :

Bp(x,&,7) < Y Bayj(r, 2, )h¥ + h*NPRCN (7,1, €)

0<j<N
avec
1
B - -
0(T7x7 ) Lo(’]_,.flf, )7
. — ol Y] 8 Ha
BZ](TNraf) - BO(Tax>€)ZF(Odaﬂ)a§D$Lk(7—ax7€)a§D;BBZ(T?xaf)a
A
(6.31)
et

A = {\a+m:2(j—l—k), O§l+k§j—1},

( 1) 2(j—1—k) (_1)j—l—k+\ﬂ|

Mla.f) = (3 alg!

De plus, B;(t,x,&), R®V) (1,2, ¢) vérifient les estimations dans (6.9).

De méme que précédemment, pour f une fonction holomorphe vérifiant les hypo-
théses de la proposition 6.1.2, on désigne par Cy;(f, P) les coefficients de Cy;(f)
avec le polynéme P=P,, + P, 1+--- P+ F. On a

S FN) =D Co(f, PR+ O(RYN) . R\ 0, (6.32)

Xea(Ly) J=0
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ot les Csy; sont les coefficients suivants :

Co(f. P | § Bueor@ensrdsts (639

(2m)"
ou By -(z,€), 7 > 0, sont les termes du symbole de Z;I(T) donné dans la forme
(6.31).

On prouve le résultat suivant.

Théoréme 6.4.1. Pour une fonction [ définit comme ci-dessus, pour tout n > 1.
Pour la régime semi-classique dans (6.32).

Sin est pair, alors on a

—1 /

Sy = YN e+ 0y (6.34)

=

Xeo(Tn) J=0 k=0
o
Y00 = C(()n) (f> Pm)
k
i = 4O (1 PO)
e=0
et

CE (1 Po) = 21722 [ [ p(Pata) + ot (635)

De plus, sin est impair, alors C’é;l)(f, Pe) =0 pourn > 4j+1, et pour n = 4j,—3

oun=45—1,50>1o0na

N—-1 N’
SN T
DTN = DO RTEE gy + O(Y) (6.36)
Aeo(Lp) j=jo k=0

ol
Vo450 = Cé?o(f Pp)

ot CS(f, P) # 0, pourn =1,3.

Preuve :

On utilise donc la série de Taylor en ¢, avec ¢ = A1) on a

C(f, PO =35 - (;;0( ’(f pO )) +0EV), (6.37)

i=
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pour N’ € N. Donc pour chaque terme on utilise la série de Taylor (en (6.37))

lA
d’ordre N’ avec N <

- dans la forme asymptotique (6.32), pour n pair, on
m

obtient
~1 N’

S = R Ty 4 O(RY)

Aeo(Lp) J=0 k=0

=

Il
=)

d’ou (6.34).

Pour (6.35), grace au théoréme de résidus, on a

CE 8. P) =201 [ [ (F(Pule) + 116D + F(Pu(e) — €] dude,
Rn n
en faisant le changement de variables pour a > 0
E=aln=dé =a"dny,

on obtient

L (e iten)arie = [ | (5(Pua) + ila) v,

par prolongement analytique on peut poser o = i, d’ott on a (6.35) pour n pair.
Pour n impair, on obtient C\”(f, P,,) =

On utilise le théoréme 6.3.1, on a

pour n > 47 + 1 et pour tout £ assez petit. On suppose que n = 4j5 — 3 ou
n = 4jp — 1 pour jo > 1, il en résulte alors la formule (6.36), de plus en utilisant

le théoréme 6.3.1 vy, # 0, pour n =1, n = 3. O
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Estimation du nombre de valeurs

propres dans des disques

Sommaire

7.1 Estimations . . . . . . . . . . . . e e e e e 176

Dans ce chapitre nous donnons des estimations sur le nombre de valeurs

propres dans un disque pour la famille quadratique d’opérateurs semi-classiques :
L(z) = —W*A, + (P(z) — 2)%,

avec P un polynome elliptique positif de degré m > 2.
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7.1 Estimations
On considére la famille quadratique d’opérateurs semi-classiques :

L(z) = —h*A, + (P(z) — 2)° (7.1)

~

ot L(z) est un opérateur avec le h-symbole de Weyl :

L(z,2,6) = &+ (P(z) — 2)2 .

1
Dans cette section on choisit f(\) = (A+t)7* avec k assez grand, k > M,
m
et t > 0.
On désigne

Ni(R) = #{u € Sp[L]; |u| < R},
(m+1)

n
Proposition 7.1.1. Pour tout k, k > , 1l existe une constante Cy > 0
telle que :

Nu(R) < CLR*h™™", VR > 1, Vh €]0, 1]. (7.2)

Si Cé?)(f) # 0 avec n > 23, alors pour tout r > 0, € > 0 il existe une constante
Cer > 0 telle que
Np(rh=) > C..h~°, Vh€]0,1], (7.3)

oud=n—2j.
De plus, si j = 0, n est pair, [’estimation est vérifié pour € = 0. Donc, dans le

cas d’une dimension paire, pour tout R > 0, Ny(R) se comporte comme h™™.

Preuve :
Pour (7.2), on utilise I'inégalité de Weyl-Ky-Fan (A.1.6) de la forme donné en [2].
Soit s; les valeurs propres de (A*EAE)% et soit
vi(R) = #{j.s; < R}.
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ot Az est l'opérateur matriciel non autoadoint obtenu par la linéarisation de L.
On suppose que le symbole de A est inversible dans un voisinage de 0. Donc
on peut écrire l'inégalité de Weyl-Ky-Fan dans la formule suivante (c.f. [2] et

théoréme A.1.6) :

r r

R R
N,
/ Nlr) 4 < / ") g R > 0. (7.4)
0 0
L’intégrale a gauche vérifie I'inégalité suivante :

Na(R) / L / HNur)

rR T R r

d’olt on a l'inégalité :

2R r
Np(R) < 10;2 /0 N";( L ar. (7.5)

En utilisant les calculs semi-classiques donné en [12| et en les applicant pour

(.A*Z.AZ)% on obtient que :

on obtient alors (7.2) en utilisant (7.5).

Pour (7.3), on note que pour tout £ > 0, il existe R. > 0 tel que |u| > R.

/2 —e <argp <w/2+e.

Alors on a
[t+pl* > (1 =)t + |ul?).
On choisit f(u)(u+t)~* avec k assez grand , k > % et t > 0. En utilisant la

forme asymptotique (6.11) on obtient

CA™ <Y (4w <D e+ pl ™ <G (t+|u)
H M

m

Mais pour tout k, kq, assez grands, tels que k — k; est assez grand, on a

SO A )< R (4 [u)

>R Iz
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On choisit maintenant R = rh™° pour obtenir

Na(rh™) = > L+ |u)) ™ > ey,

[uI<R

O
On donne maintenant la preuve de I'inégalité (7.4), on utilise I'inégalité de Weyl-

Ky-Fan (W1) pour I'opérateurs matriciel Ail, donc on a :
ATAT AR st sy

ot {\;} sont les valeurs propres de A et {s;} sont les valeurs propres de (A*Z.AZ)%

et N(r)=#{j:|\j| <r}.Douona:
— (log | A1 + -+ -+ log | An]) < — (log sy + -+ + log sy) . (7.6)
En utilisant la notation des intégrales de Stieljés on a ’égalité suivante :

/ORlogr AN(r) = —/OR Ny)dr.

On suppose pour simplifier :

A1 < |Aa] < -+ < |An]

On sait que lorsque [A;| > r on a N(r) = 0 et lorsque |[\;| < r < |[A\i;1] on a
N(r) =1. Donc
R [A1] [A2] [An| R
N N N N N
/ (r)dr = / ﬂOlr + / ﬂolr +-- 4 / ﬂdr + ﬂolr
0 0 | |

r r N T Avaal T vl T

2| 1 ANl q R q
= / —dT+"'+/ —d?“—i—/ —dr
Al T Anol T anl T

= (log|Xa| —log|\i|) +2(log|As] —log|Aa]) + - -+ + N(log R — log [An])
= —(log|A]|)+ -+ log | Ay_1| + log |An]) + Nlog R

en utilisant (7.6) on obtient :

R
N
/ (T)dr < —(logs; + - +logsny)
0 r
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d’ou on obtient (7.4).
Le résultat précédent concerne le régime semi-classique. Le résultat suivant donne

des estimations pour h = 1.

Corollaire 7.1.1. Pour R /" +00 on a
N(R) _ O(Rn(erl)/m).
Si Cé?)(f) # 0 avec n — 27 > 0, alors pour tout € > 0, il existe c. > 0 telle que

CER(S(erl)/me S N(R)
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A

Théoréme de Lidskii

A.1 Preuve du théoréme de Lidskii

Soient T € K(H) (opérateur compact), et H espace de Hilbert séparable. Si
r(T) # 0 (rayon spectral) on ordonne les valeurs propres non nulles de 7" en une
suite décroissante en module [\ (T)| > [Xo(T)| > --+ > | A (T)| > -+, chaque
valeur propre étant répétée suivant sa multiplicité algébrique.

Le résultat suivant est appelé le théoréme de Lidskii.
Théoréme A.1.1. Pour tout T € C'(H) on a Tr(T) =3 .o, \(T).

Pour le cas dim(H) < 400, ce résultat est connu, car la trace d’une matrice
est la somme des valeurs propres de cette matrice. Nous allons ici donner une

preuve de ce théoréme en suivant Birman-Solomjak (c.f. [5]).

Définition A.1.1. Soit A € o(T), X\ # 0. On appelle multiplicité algébrique de A

la dimension (finie) du sous espace propre généralisé
Er(\) = Upsiker(T — AI)*.

On pose
pr(A) = dim(Er(N)).
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Annexe A. Théoréme de Lidskii

On appelle indice de la valeur propre X\, le plus petit entier vr(\) > 1 tel que
ker(T — AI)"*! = ker(T — \I)”.

Remarque A.1.1. La multiplicité géométrique est mp(N) = dim(ker(T — A)).

On sait que pour les opérateurs autoadjoints on a mp(A\) = pur(A).

Maintenant, pour étudier les valeurs propres et les sous-espaces propres géné-

ralisés on donne quelques propriétés des intégrales de Riesz.

Définition A.1.2. Soit Q une partie bornée de C dont la frontiere OS2 est une
courbe C'—par morceauz vérifiant o(T) N O = (0. On appelle intégrale de Riesz,

[intégrale a valeurs opérateurs suivante :

1
HT(Q) = % 8Q(Z]I — T)ildz

Remarque A.1.2. On a

i) Up(Q)? = Tp(Q) (d.e. Up(Q) est un projecteur oblique ).

En particulier [|[IIr(Q)|| < 1.

ii) TTp(Q) = ()T

En particulier, on choisit pour € un petit ouvert tel que QMo (T) = {\}, on pose
alors Ep(X\) = () ( par le théoreme de Cauchy, () ne dépend pas du 2
particulier ).

iii) Si on pose Ho = Hr(Q)H ( Image du projecteur 117 () ), alors To = T\, :
Ho — Ha.

On a le résultat suivant.
Lemme A.1.1. QNo(T) = o(Tg).

Preuve :

Soit A\ ¢ o(Tg), i.e. (A — T)II est inversible sur Hg et 3A € L(Hg) tel que

AN —T)Au = ANl —T)u=u, Yu € Hq.
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A.1. Preuve du théoréme de Lidskii

Soit :

0 dans un voisinage de €)

9= =4 |

5 lextérieure d'un voisinage de €
Donc g(T)(ANL—=T) = (ML= T)g(T) =1 — I ().
On définit

Alu = AHT(Q)U, Yu € H.

On a alors

(L= T)(A; + g(T)) = (Ay + g(T)(AL - T) = I,

ie. A e p(T) don
o(T)NQ Co(T,).

Inversement, soit A ¢ o(7') N Q. On considére

h(z) = ﬁ dans un voisinage de o(T)ne contenant pas
0 ailleurs
On a
RMTYN=T)= (N —T)(h(T)) = r(Q)
donc

(h(T))a(Mlo —To) = (Ao —TQ)(A(T))e
— I
d’ott A ¢ o(Tq) par suite
QNno(T) =o0(Ty)

et de plus R(\, 1) = R\, T)q. O

Remarque A.1.3. z — (21 —T)~! est holomorphe dans
D) ={z:0<|z— ) <7},
on a donc (21 —T)™' admet un développement de Laurent, convergeant dans
O<r<lz=MA<r <,
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Annexe A. Théoréme de Lidskii

1.€.

(I-T)"'= Z Ap(z =)™,

m=—0oQ

avec A, € L(H) et

ol
Yo ={z:lz =\ =71}
Or pourm < —1 on a

A = (T — M) L Ep(N).

Théoréme A.1.2. Si X est un pole d’ordre v de la résolvante Ry(z) := (21-T) !
alors A est une valeur propre d’indice v de T'. De plus, si X € o(T') est un point
isolé de o(T) alors \ est un pole de Ry si et seulement si (Al —T)"Erp(\) =0 et
(AL —=T)""1Er(\) #0.

Preuve :

On suppose d’abord que A est une valeur propre d’indice n. On a alors

T — Al

A =T = (2= NI+ M =T = (= N[ - ——),

donc |z — A| > ||T — M || d’ou

Ry(z) = Z M

>0 (z = 27+t
Alors si NI —T)"u=0et (AN[—T)"'u#0,7>0o0na
(T — M) u
Rr(z)u = jzon — 1m7

qui est une fonction méromorphe avec un poéle en z = A. Donc si [" est une courbe

entourant o(7") et v un petit cercle autour de A, on a

1

U = o Rr(z)udz
1

= — [ Rr(2)udz

20 .
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et
AN =T)" "Er(Nu= N —-T)"" u#0

donc

n <.

Inversement, soit A un pdle d’indice v. On a
(AL —=T)"Er(\) =0

et
(AL —=T)"'Er(\) #0

i.e. Ju tel que

(AL = T)"u =0

et
(AL —-T)""1#£0

donc vp(A) < n. O

Théoréme A.1.3. Soit A un péle d’ordre v de Ry et soit oy = o(T)\{\}, alors :
Er(NH = Hy = ker(T — MI)”.

Hy, = (o)H = Im(T — AI)".
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Preuve :

T — Al est une bijection de ‘H,, sur H,,, i.e.

(T — \)"Hy, = Hoy-

(T = \I)*Hy =0

entraine que

(T — NI)"H = H,,.
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Done

Hy, C ker(T — AI)”.
Maintenant, si (7" — AI)"u = 0 alors
0= (T — )\]I)V(ET()\)U + HT(Jl)U)

= (T — )\H)VHT(O'l)U

donc

HT(O'l)U == O,
d’oll on a les deux égalités. O

Remarque A.1.4. On peut conclure de ce qui précéde que si A € 2, alors \ est

un pole d’ordre v de T si et seulement st A est un pole d’ordre v de Tg,.

Théoréme A.1.4. Soit T € K(H) (opérateur compact). Alors VA € o(T), A # 0

est un pole de Ry et est d’indice fini. De plus on a :
Er(MNH={ueH: (T — M)"u= 0},
ou v est l’ordre du pole.

Preuve : On sait que o(T) \ {0} est un ensemble de valeurs propres de
multiplicité finie sans point d’accumulation autre que 0. Soit T\ = T\, ou

H, = Er(AN)H. D’aprés ce qui préceéde,
o(Th) = {\}
donc T) est inversible alors
dim(Ep(A\)H) < 400

ce qui entraine qu'il existe v > 1 tel que (T) — AI)” = 0 donc A est un pole de
Ry, par suite A est un pole de Ry alors on en déduit le théoréme. O

Le résultat suivant sera utile pour la preuve de théoréme suivant.
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Lemme A.1.2. Si P et QQ sont deux projecteurs de H et si |P — Q|| < 1, alors
dim(PH) = dim(QH).

Preuve :
L’opérateur I — (P — Q) est inversible et
(- (P-Q)" =) (P-Q)
Jj=0

donc (I — P+ Q)H =H d’ou
PH = P(1— P+ Q)H = PQH
Soit f € QH on a

IPFIF=1f + (P =Q)f = [T— [P = QDI

d’ou
P:QH — PH

est bijective et bicontinue. O

Théoréme A.1.5. (Continuité et Stabilité du Spectre)

Soit {T,} une suite d’opérateurs compacts. On suppose que T, converge vers T au
norme d’opérateurs (i.e. converge uniformement sur la boule unité de 'H). Alors
on peut réordonner la suite, {\,(T,)}n, des valeurs propres non nulles de T,

telle que
Vm >1, lim A\, (T,) = An(T).

n—od
Preuve : On entoure chaque valeur propre non nulle \,,(7") d’un petit cercle
¥m tel que les disques correspondants, D,,, soient disjoints. Pour A = \,,,(T") on a

Br()) — Ty, (D) = —— / (Rp(2) — Ry, (2))dz.

 um

m

|1Rr(2) = Br, ()| < T = Tullll R () [ B(Tn) (2) ]
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donc

1Bz, ()| < [[Be ()| + T = Tulll[ Br ()| || Bz, (2)]]-

On choisit n assez grand pour que

1
|7 — T sup ||Rr(2)[| < 5
ZEYm 2
d’ou
| Rz, (2)]| < 2[|Rr(2)]|
et

1R, (2) = Rr(2)|| < 2||T = Tolll| Rr(2)[?

d’ou il existe N/, > 1 tel que quelque soit n > N/, on ait
[Er(X) =z, (Dm)|| < 1
Par suite en utilisant le lemme A.1.2 on a
dim(Er(A\)H) = dimlly, (D).

Donc dans D,,, T, a autant de valeurs propres que 7. On peut faire cela Vm < M
et M fixé. O

On a besoin du résultat suivant pour la preuve des inégalités de Weyl-Ky-Fan.

Lemme A.1.3. Soient o = {an}i<k<n, B = {0k} 1<k<n deux suites réelles dé-

croissantes. On dira que o < [3, si et seulement si Vk, 1 < k < n, on a

k k
Zj:l aj < Zj:l B;-

Alors si @ est conveze, et

on a
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Preuve :

¢’ existe presque partout et ¢ est une fonction croissante on a alors :

o(z) = /x (x —w)dy'(u) (intgrale de Stieljs)

—00

On vérifie que ¢ est C? et dy'(z) = ¢"(x)dx est une mesure positive. Alors on a :

> wlas) = [ D= ude'(w.

Il suffit donc de prouver I'inégalité pour p(z) =z = max{z,0}.

On désigne par p le nombre de j tel que :

et par ¢ le nombre de j tel que :

On a alors :

Zj ﬁ;r - Zj O‘;r = ?:1 B — Z?:l a;
= Y B —ay) =2 B (sig<p)
= 2B —ay) + 375,16 (sig>p)

= 623 af

Théoréme A.1.6. (Inégalités de Weyl-Ky-Fan)
Soit T € K(H). On a alors Vm > 1

(W1) [A(T) X (T A (T)] < 51(T).. 50 (T)
(W2) 25 NP <3 s(T)P, Vp>0
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Preuve :
On considére les valeurs propres non nulles de 7'. Soient 25 = C\ {2z : |z| < 0} et

d >0, Ts =y (Qs)T, § est choisi de telle sorte que :

o(T5) \ {0} = { (1), -+, Am(T)}-

Alors on a
L Ae(D)P = T |A(T5) [
= |det(Ts)|?
= det(T;Ts)I M\ (T T5)
= I, s3(T5)
< T, sE(T).

La derniére inégalité vient du fait que :
Ts = ()T, ||Hr(Q5)]] < 1,

d’ou l'inégalité (W1).

Pour la preuve de (W2), on utilise le lemme A.1.3 avec

a; =log |\ (T)|, B =logs;(T),

et :

tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

o(t) = e”.
Il résulte de (W1) que o = (a;), B = (B;) vérifie I'hypothése de (W1) :
SN el
j=1 j=1
d’ou l'inégalité (W2). O

Avant de donner le théoréme de Lidskii on rappelle la définition du trace d’un

opérateur.
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A.1. Preuve du théoréme de Lidskii

Définition A.1.3. Soit T' un opérateur de classe trace sur l’espace de Hilbert
H (on rappelle qu’un opérateur est de classe trace s’il appartient a la classe de

Schatten C1), et soit {e,} une base orthonormée de H, alors

Z |(Aeq, eq)] < o0,

et

Tr(T) = Z(Aea, €a)s

«

ouw Tr(T) désigne la trace de 'opérateur T

Théoréme A.1.7. (Théoréme de Lidskii (1960))
VT € C'(H) on a Tr(T) = 3.0 M(T).

Pour la preuve de ce théoréme on pose :

AT) =D N(T).
Jj=1
Si T est de rang fini, il résulte d’une propriété classique des matrices que A(7T) =
Tr(T). Ensuite on va montrer que cette égalité se prolonge a C!'(H) par densité.

La preuve que l'on va donner ici est die a Leiterer et Pietsch [6].

Pour cela on écrit pour T' la décomposition de Schmidt

Tu = Z sk(T) (u, pr) Vr,

E>1
et on pose
J
Tju = Z sk(T) (u, r) P,

k=1

n

) = Y0 > VST

n>N k=1
On a alors le résultat suivant qui sert pour la démonstration du théoréme de

Lidskii.
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Lemme A.1.4. On a
i) ri(T) < 4||T|1, en particulier imy_ 4o rn(T") = 0.
16) Y non [Pa(T)] < 7a(T).

Preuve :

i) Il résulte d'une inégalité de Hardy discréte. En effet pour u = {uy}x>1 on pose

1 n
(Su), = - Zuk
k=1

Montrons alors que S est continue de /5 dans /5.

Vo = {vg }r>1 de rang fini on a

1
(Su,v) = Z Uk Un:

1<k<n,1<n

D’ou quelque soit 6 €]0, 1[, 'inégalité de Schwartz donne
2 Lok 12 L omigg 12
[(Suo) P < (D~ ) (D ()" |onl?),

Or on a

d’ou il résulte que

[ (Su,v) | < C(O)|ull2]v]l2

ce qui achéve la preuve de (i).

Pour la preuve de (ii), on a

Aa(T)" < T [AR(T)]

A
=
(]
=
5
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A.1. Preuve du théoréme de Lidskii

car la moyenne géométrique est inférieure ou égale a la moyenne arithmétique,
d’ott 'on déduit 'inégalité (ii). O
Preuve du Théoréme de Lidskii :
Soit Q2 = D(0,r), ot r > 0 petit. On suppose que
T — T/ + T//,
avec
T =T (Q)T et T" = (1 —TIp(Q))T.
Soit {T}} la suite d’opérateurs de rang fini provenant de la décomposition de
Schmidt de T'.
Il résulte du théoréme (A.1.5) que pour j > jo, jo assez grand

o(T;)NoxL=10

et

Jj—00

Iy, (9) — T ()] /=57 0,

On note que

rm(T5) < 1p(T), Yj,Ym.

Soit € > 0 et m, > 1 tel que :
m>me = r,(T) <e.

On choisit r = r, tel que :

reme <€

et

ou Q. = D(0,7.). On a alors :

IA(Ty) = M) < [A(T7) = AT)| + [MTF) = A(T"))|

J

< M)+ IMTH] + [MTF) = AT
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donc [A\x(T")| < r, coincide avec les valeurs propres de T' dans Q. a 'ordre prés,
d’ou
AT < 320 AT+ 220 AT

< mre+ s (T)

< 2e.

On suit la méme méthode avec Tj. On a
IA(T))] < 2e.
Or T} et T" sont de rang fini, d’ott
ANT") =Tr(T") et MT})=Tr(T}),

en plus

AT = AT = [TH(T) —T")]

< |y -1
Mais

jv]{/ o T// _ j”](ﬂ — HT], (Q)) — T(]I - HT(Q))?
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en prenant la norme, on a l'inégalité
177 =17l < IT = T3l + (T3] (M, (€2) — D (Q)]
d’ou
lim [|75" = T"||; = 0
Jj—00

et 45 > j. tel que :
IA(T}) — A(T)]| < 5e.
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A.2. Inégalité équivelante a 'inégalité de Weyl-Ky-Fan

Donc on obtient

IAMT) =Tr(T)] < [MT) = MT)| + [MT;) = Tr(Ty)| + |Tr(T3) = Tr(T)
< S5e+ 0+ [T =Tl

< 6e

ce qui prouve le théoréme de Lidskii. O

A.2 Inégalité équivelante a l'inégalité de Weyl-
Ky-Fan

On désigne
Nu(R) = #{n € Sp[Ll; |u| < R},
et N(R) = Np—1(R). Soit s; les valeurs propres de (A*EAE)% et soit

vi(R) = #{j.s; < R}.

ot Az est l'opérateur matriciel non autoadoint obtenu par la linéarisation de L.

Avant donner le résultat principale de cette section on donne le lemme suivant.

Lemme A.2.1.

/R Nlr) 5, < /R ") 4 R 0. (A1)

r r
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B

Classes de symboles

Dans cette section, on rappelle quelques définitions et résultats concernant les

classes de symboles et d’opérateurs.

B.1 Classes de symboles et d’opérateurs

Définition B.1.1. Pour une paire (¢, ) de fonctions poids.
1 est continue telle que :

p o R¥ =10, +oo.

(O1) S’il existe des constantes Co > 0, Cy > 0 telles que :

lylo(x, &) + Inle(x, §) < Colep)(, €)

entraine que
Crim(e, &) < px +y, & +n)| < Crp(z,€).

Alors on dit que p est (¢, @)-continue.
(O3) S’il existe C >0, M > 0 tels que :

p(x+y,E+n) < O, ) (1+ [ylé(x, &) + Inle(z, &) .

Alors on dit que p est (¢, @)-tempérée.
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Définition B.1.2. Si p est (¢, @)-tempérée poids, on désigne par SZM la classe

de symboles a € C*(R*™) telle que pour tout k € N on ait

(la)=sup |utolpllogolall < 4oc.
R2" |a+8|=k

(i, sont des semi-normes pour S} .
On définit maintenant les opérateurs associés a cette classe de symboles.

Définition B.1.3. Pour un symbole a € Sf;,@ on associe l'opérateur A = Op*(a),

ot Op™(a) est la quantification de Weyl tel que

Au(x) = (27?)_”/ Y8 g

R2n

Tty

,E)uly)dyde,
pour u € S"(R™).

De plus on donne les hypothéses suivantes :

(Hy) ¢~1, =1 sont bornées sur R*", (¢, ¢)-continues et (1,1)-tempérées.

(Hy) 1l existe C' > 0, 6 > 0 tels que :

(pp)(@,&) > C(1 + |z| + \5\)5 ., surR*.

tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

(W) w est (¢, p)-tempérée et pu € S§ .

(N) Il existe C3 > 0, Cy > 0, 7, v tels que :
Cy < (dpp) ™' < Cap, surR™

Remarque B.1.1. On a
i) Soit a € S§ , a valeur réelle. Les hypotheses (Hy), (Hz), (W) et N entrainent

que A = Op™(a) est un opérateurs autoadjoint et compact de noyau

Ka(z,y) = (27) " / o) (T Y

n 52 )de.
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B.1. Classes de symboles et d’opérateurs

i) Le spectre de A est discret avec zéro son seul point d’accumulation.

B.1.1 Théorémes de composition

Théoréme B.1.1. (Théoréme de Composition)
On suppose que ¢, p sont des fonctions poids, si A € Eg}w du symbole a € Sgio
et B € L)%, du symbole b € Si? , alors AB € Eg}:”. En plus, le symbole a.b de

AB admet un développement asymptotique
a.b = ZF(@, B) (8§‘Dfa) <8§D§b) :
a,B

dans le sens suivant :

pour un nombre entier N on a

a.b— [(a,B) (0¢D%) (97 D2b) € Srtme= (NN,
Z ( ) ( 3 x 3 T

ouT(er, 8) = (3)*(=3) 30-

Pour donner le théoréme d’adjoint il faut faire un rappel de quelques concepts.

On considére la forme sesquilinéaire sur § x S :

(u,v) = /u(x)@(x) dx,

qui donne une injection de & dans &', ou S’ est I'espace des formes antilinéaires
sur I'espace de Schwartz S. Si A : § — §, on désigne par A* I'adjoint dans §'.
On note que la classe des opérateurs pseudo-différentiels ainsi définie est fermée

pour 'adjoint.

Corollaire B.1.1. Si A € L*, alors A admet un unique prolongement continu

de 8" dans S'.

Preuve : Soit B la restriction de A* & §. Alors B* est le prolongement de A

a S’ car S est dense dans &', alors le prolongement est unique. O
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On peut considérer que A est défini sur &’ par l'identification avec son prolonge-
ment. On explique maintenant le concept de développement asymptotique dans
SH.

On suppose que ¢, ¢ sont des fonctions poids et que (p;) ;>0 est une suite dans

O(o, @) telle que :
0<pj—phjr1 < prj—1— g, J =1
De plus, on suppose que :

Hye1 < gy + G, (B.1)

15—t < dj(pio1 — p5) + ¢, (B.2)

ol ¢; et d; sont des constantes positives.

On voit que (B.1) implique que
SHit1 — SHi |

Théoréme B.1.2. Si (11;)j>0 est une suite dans O(¢,p) qui vérifie (B.1) et

(B.2), et sia; € S*, alors il existe un symbole a € S* tel que :

a = E aj,
dans le sens ou
_ . HWN
(a E aj) € SHN.
j<N

B.2 Classe de symbole & valeurs opérateurs

On commence par donner la définition de poids tempéré.
Définition B.2.1. Pour la fonction poids :
m: R*™ — RT,
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B.3. Symboles quasi-homogénes

vérifiant :
i) il existe des constantes C; > 0, Cy > 0 telles que pour tout (z,&) € R*",

(y,m) €R* on a

0% (z, &) + |n**(z,€) < Crp*(2,£)9°(x, €),

entraine que :

Cy'm(x,&) <mlz +y,& +n) < Cam(x,§).

i1) il existe une constante C > 0, il existe N € R, tels que pour tout (z,§) € R*",

(y,m) € R* on a

y?0* (x,€) + |n*¢* (2, &) < Crp*(x, §)¢*(x, §),

entraine que :

m(z, &) < Cmly,n)(1+ |z —y[>0*(z, &) + [€ — n[*¢*(x, ).

Définition B.2.2. Soit Hy, Hs deuz espace de Hilbert, m poids tempéreé, et (¢, p)
couple de fonctions poids. Un symbole de poids (m, (¢, p)) opérant de Hy dans
Hy est une fonction a valeurs opérateurs, a € C*(R*", L(Hy, Hs)) vérifiant :

pour tous multiindices («, 3), il existe Cyop tel que pour tout (x,&) € R*"

10207 a(, &)l it 1) < Capmila, ) (x, &) (2, €).

On désigne cette classe de symboles par g?so(Hl’ Hs), qui est un espace de Fréchet

pour les semi-normes naturelles

Cz(vm)(a) = Z sup Hm71¢|a‘90|m3?35@1\£(m,Hg) < 400,
la]+]8|<N (BEOER"

pour N € N.

B.3 Symboles quasi-homogeénes

On commence par définir une fonction quasi-homogeéne.
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Définition B.3.1. Soit X un espace de Banach, une application f : R"\ {0} —
X, un multi-indice

EENna h:(hbahn)
et d € C. On dit que f est quasi-homogéne de type h et de degré d si :
f(phlxh T 7phnxn) - pd(xlu e 7xn)7
pour tout p >0 et (xq,---,x,) € R"\ {0}.

On définit maintenant un symbole quasi-homogeéne.

Définition B.3.2. Pour les deux multi-indices
EENna h:(hbahn)

et
EeNna E:(kbakn)

on pose

M =pp.em{hy, - hp ki, kn}

Pour, a, une fonction C* telle que

a: R\ {0} — L(H)
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avec

a(phlxla e 7phnxn7pkl§17 e 7pkn§n) - pMa(xh oty Ty, 517 e 7571)7

ot L(H) est Uespace des opérateurs linéaires continus de H dans H, © € R",

x= (21, - ,x,) et EER", £ = (&, -+ ,&,) et
k(7. €) = pnp(@, &) = (L+ Y |z + Y 1&G[*%) 2w,
i=1 i=1

Mg =2 1<i<n, (z,§eR™
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B.4. Symboles h—admissibles

On voit que (¢, ¢) est une paire de fonctions poids (c.f. Définition B.1.1).

Définition B.3.3. On désigne alors par SE‘Z(RQ”) I’espace de fonctions C™, a,
ol a est une somme asymptotique de symboles quasi-homogénes au sens suivant.

Il existe une suite (a;)j>o de fonctions telles que
a; € C*(R*"\ {0}, L(H)),
a; quasi-homogéne de type (h, k) de degré d — j telle que pour tout entier N > 0

0= Y ay € SEE(3q)

B.4 Symboles h—admissibles

Soit a(z, £) un symbole. On lui associe 'opérateur Opy a, i > 0 étant un petit
parameétre tel que :

Tty
2

i{z—y,§)
R

af

(Op a)u(x) = (2h) " / e E)uly)dyde.

Notons que OpY{ a = Op® a.

Remarque B.4.1. Un symbole a de poids (m, (¢, p)) opérant de L(R™) dans
L(R™).

Avec

i) m poids (¢, p)-tempérées,

it) a est une fonction a valeurs opérateurs i.e
a € C®(R™, L(H)),

vérifiant que pour tout multi-indices o, 3 il existe une constante Co 53 > 0 telle

que pour tout (x,§) on ait

Ha?DfaHE(’H) < Ca,ﬁ'm(xa §)¢([B, f)iagp(*fa 6)7ﬁ7

ou H est un espace de Hilbert.
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Définition B.4.1. On désigne S} (R*") la classe de symbole a € C*=(R*", L(L*(R")x

L2(R™))), associée aux semi-normes suivantes :

@)= sup (08Dl e nyxiz@nyymiz, €)oo,
]RQ",\aergN

pour N € N, pour tout multi-indices o et 3. ng@(R%) est un espace de Fréchet

muni des semi-normes gj(vm)(a).
Définition B.4.2. On appelle symbole h—admissible toute application C*,
a:hw— a(h)
définie de |0, hol, ho > 0 dans ng@(R%) telle que VN >0 on ait
a(h) = ag + h.ay + b ay + by, (h)
ol a; € ng;j(R%) et Ty.1(h) décrit une partie bornée de SZZ(NH)(R%) pour
h €]0, ho].

Soit a € SJ' (R*") un symbole h—admissible. On pose :

He—y,&)
Om(aju(e) = 2et) " [ [ 5 oy, uty)dyde,
u € S(R™). On sait que Opp(a) est un opérateur continu de S(R™) dans S(R")
et de §’'(R") dans S’'(R™).

On donne maintenant la définition d’un opérateur h-admissible
Définition B.4.3. On appelle opérateur h—admissible toute application C*
A 10, ho] — L(S(R™), L*(R™))

telle qu’il existe une suite

a; € Sy (R™),

et une suite Ry € L(L*(R™)), pour N > Ny (N assez grand) de sorte que

A(h) =Y W Opy(aj) + BN Ry (h)

7=0
et

sup ||Ry+1(h) | cz@ny) < 400
he€]0,ho]

210



tel-00410455, version 1 - 20 Aug 2009

B.5. Fonction de répartition

B.5 Fonction de répartition

On rappelle la définition de la fonction de répartition, F;,, de la fonction de

poids m qui est donnée par :

F(t) = / drde.
m(z,§)<t

ot b = inf(, g)epen m(x,£) > 0, le membre a droite étant une intégrale de Stieljes.

On a alors

Si dF,,(t) existe et égale & F! (t), alors en faisant I'intégrale par partie on obtient

F(t
p/ m) 4
b

tpt+1

On cherche & déterminer un p optimal pour lequel l'intégrale précédente existe.
Il résulte des hypothéses sur m, ¢, ¢ qu’il existe une constante C' > 0 et § > 0
tels que

m(x,€) > C(1+ [a] + [€])°,

d’oul on a

Fat < [ dadg,
C(1+|z|+|¢))o<t

en faisant le changement de variables

I
~
il
8

T

I
I
~
.

Iy

on obtient
F(t) < / ¢ Pl de!
est convergente si p > 27”.

Lemme B.5.1. Soit A un opérateur du symbole a € SZ,¢~ Alors A est dans la

classe de Schatten CP pour tout p tel que

1
/R% 7up(x,f)dxd€ < 4-00. (B.3)
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C

Calculs des intégrales b§nk> l

C.1 Les formules

On suppose que n >3 and 25 — ¢ > 1. On a

+oo q 1 1 1
/ - dr:_B(Q+ 7j_q+ )
o (1+72)i 2 2 2
ol
! ['(z)T(y)
B = | 1=ty tdt = .
(z,y) /O (1—-1) T 1Y)

Donc en utilisant les coordonnées polaires on obtient

20 (5 —n/2)
rg)

bj(n) =

D’oti on a

= 4(bj-1(d) = b(n)),

= B(5/2,j —d/2)bj(n — 1),
bjia(n) = §B(5/2,5 —"52)bj(n —2).
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Annezxe C. Calculs d’intégrales bﬁ)J
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D

Calculs numériques

D.1 Des exemples

Les calculs suivants ont été réalisés par Guy Moebs (ingénieur de recherche
CNRS, Laboratoire Jean Leray de I'université de Nantes). La méthode utilisée est
une adaptation de la méthode de Monte-Carlo, en tronquant dans un domaine
borné de R" adapté au comportement du polyndéme P. Pour chaque cas 100
simulations ont été réalisées avec un nombre d’événements au moins égal a 107,

Ces calculs ont été réalisés par le centre de calcul intensif des Pays de la Loire

(CCIPL).

Exemple D.1.1. n =5, polynéme P(x) = fo + X1 2x52
=1

al Cu(f)

1 428

10 1515
100 9 237
1000 | 235 115
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Annexe D. Calculs numériques

Exemple D.1.2. n =7, polynéme P(x) = ij4 + ax12x52 + Bx3?x,?
j=1

B Ca(f)

7 409

10 423
100 | 1 806
1000 | 39 646
10 10 434
10| 100 | 1 705
10 | 1000 | 36 724
100 | 100 | 1755
100 | 1000 | 19 587
1000 | 1000 | 18 270

N S e N R

Exemple D.1.3. n =5, polynéme P(x) = ZXJ-G + axy2x? + Bxz?x,?
j=1

(Oé,ﬁ) C4(f)
(100,10) | 11 732

216



